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Bestimmung des Potentials eines homogenen 
Ellipsoids. 


(Von Herrn F. Mertens zu Krakan.) 


Ien werde in dem Folgenden versuchen, das Potential eines homogenen 
Ellipsoids in einem beliebigen Punkte des Raumes durch directe Integration 
zu bestimmen. 

Die Substitution, die in dem Falle eines äusseren Punktes zur Ralional- 
machung des zu integrirenden Elementes dienen wird, ist einem Briefe von 
Jacobi an Liowwille entnommen, den man in dem zwöllten Bande des Liouville- 
schen Journals findet und der überhaupt diesen Versuch angeregt hat. 

jevor ich aber zu dem eigentlichen Gegenstande dieses Aufsalzes 
übergehe. will ich auf den Ausdruck eines Doppelintegrales aufmerksam machen. 
auf welchen ich mich im Folgenden öfters werde berufen müssen. 


Für das über die eanze Oberfläche einer Kucel vom Halbmesser | 


do 
zu erstreckende Integral N ; en. WON 60 


’L + Bu’ + c2)% 


ein unbestimmies 


Element dieser Kugellläche RR <, n, £ dessen rechtwinklige Coordinaten sind. 





u Art 
findet man leicht den Ausdruck — -„ wenn man 
YABC 
S=c0s%, n=sindcosw, &=sin’siny, 

do = sin#d$ dw 
setzt. 

. '/' do 

Hat man nun den Werth des allgemeineren Integrales / = zu 


bestimmen. worin von der Form A&+Br?+07+2AnS+2B +20 
ist und besiändig positiv bleibt, so denke man sich die Function g durch eine 
lineare orihogonale Substitution auf die Form AS”-+Bn"” +6” gebracht. Das 


vorgelegte Integral geht dann über in 


ri: do | £. 
Ar HEe yase 


Bekanntlich ist aber 
ABE = ABC+2A' BC — AA"— BB"— CC! 
Ip, 
wenn mit fc die Determinante der quadratischen Form Y bezeichnet wird. 
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Somit wird 





/; bi... ee... Bi 
A; ydy 


Ersetzt man hierin g durch sg +S’+n’+{ 


ur do An ds 
ds #+ — 3  --- — =— U 
._ SG } $ ») ‚ ($ w e 5 - N) & 


nach s von s=0 bis s= x. so ergiebt sich 
gr 
/ YI(sy Ir &° {1 v’ınR . 


L. HI nr 
I Y ( 54 


Isy+ö+n+Qß) ABC+2A' BC — AA°’—- BB" —- CC") $ 
- \ DC T CA+ AB- 4” ez u 2) $’ 
+(A+B+0)s+1. 


Die Herleitung dieser Formel stammt aus Jacobis zweiter Abhandlung 





4 





über die Transformation vielfacher Integrale. 


$. 1. 

Es sei ein homogenes Ellipsoid mit der Massendichtigkeit 1 gegeben. 
essen Gleichung bezogen auf irgend drei durch den Mittelpunkt desselben 
vehende zu einander senkrechte Axen die Gestalt habe 

Ax’+By’+ (03 + 2A ys +2B’zc+2Cay = 1 
oder kürzer 
ic Be 

Um den angezogenen Punkt 0, welcher die Masse 1 und die Coor- 
dinaten a, b, e haben möge, beschreibe man mit dem Halbmesser 1 eine 
Kugellläche A, bezeichne die rechtwinkligen Coordinaten eines unbestimmten 
Punktes derselben (auf den Punkt O als Anfangspunkt bezogen) mit S, 7, £ 
und bestimme die Lage jedes Punktes P im Raume durch seine Entfernung 
r vom Punkte 0 und den durch die Verbindungslinie OP aus der Kugelfläche 
IX ausgeschnittenen Punkt (£, »,, &). Bedeutet dann do ein Element der Fläche 
k. dem der Punkt (S,n,{) angehört, so wird das Potential Y des gegebenen 


Ellipsoides im Punkte O0 gleich dem über den ganzen ellipsoidischen Körper 


auszudehnenden Integrale /rdrdo. 


Ü 
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S. 2. 
Es sei der angezogene Punkt O0 zunächst ein innerer 
Die Ausführung der Integration nach r giebt. wenn die Abkürzungen 
f&nd=% 
sfa +nfb cf'e 29, 
‚fia,b,e for 
g- h-1)f = R 


eingeführt werden, für das über die ganze Kugelflläche AK zu erstreckende 


ıy ea. FL w; % > 
/frdo = yf/ Ze id 


welches nach Weglassung des verschwindenden mit y/?t behafteten Theiles 


Integral 


die einfache Gestalt annimmt 


[gg 1 - /'/ do 
//+ #4 — 7 
AR F" er 
Der erste Theil ist der Coefficient von © in der Entwickelune des 


' do a las 
Inteorals er nach steigenden Potenzen von w. Da f-wg' eine qua- 
. . w) E u 


dratische Form von &,n,{ ist, so ist der Gleichung (1.) der Einleitung zufolge 


I. 


a) V/ do 5 / ds 


126 
worin 2(s) die Determinante der quadratischen Form f— wg bedeutet. Setzi 
man nun 
Dis) = (ABC+RA BC — AA’— BB" — CC’) s 
+(BC+CA+AB— A’ —B’—C)s 


4 | +{A+B+C)s+1, 

(4, ( 

\ . Y/ \ - ID 2; s e y ö 2; ’ ’ y 

| F(u,e,w) = [(BC-A”)s®+{(B+C)s+1]wW+2 (BC —-AA)s —A's)ew 


+I(CA-B)s+C+A)s+1]0’+2 [(C’A’—BB') ?—B's]wu 


\ 


| +[(AB-C?)+(A+B)s+1]w’+2 (A B'— CC’) — C's]ue, 


De 


— — 


so findet man durch eine leichte Rechnung: 
ı2(9 = Di)-wsF(if'a, 4f'b, Af'e) 
9.) ; &3 @+b’+c’  F(a,b, 
en | = D(is)—-w(f,— de che dach 6 ar )D(s). 


s sD(s) 


1 * 
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Die Entwickelung beider Seiten der Gleichung (3.) nach steigenden 
Poienzen von w und die I rang der Coefficienten von w giebt sodann 


Pe ce” F( (a, bh C) 5 ds 
0 Sfä- = Y on SAFE Hl de 
J a0: (r s 7 sD(s) £ \D(s) 


0 








Ferner wird nach 





Die Summe der Gleichungen en und (%.) Be endlich 


J 


22 
i , ne : ds 
(8.) = 1f@ 16) ne“ 
0 ) D(s) 


wenn zur Abkürzung geselzt wird: 











| a’+b’-+c’ F(a,b, c) Zr 
(9. 1 — m + — = (rs). 
\ s 4 sD(s) a 


\lan sieht. dass zur Bestimmung des Potentials eines inneren Punktes 
die Kenntniss der Hauptaxen des Ellipsoides nicht erfordert wird, ein Resultat. 
welches sich schon in den „Untersuchungen über ein Problem der Hydro- 
dvnamik*“ von Dirichlet (Bd. 58 pag. 181 dieses Journals) vorfindet. 


ww; 
Es liege zweitens der Punkt O ausserhalb des Ellipsoides 
Die Ausführung der Integration nach r giebt 


ae = 4//(-r})do, 


wo unter Beibehaltung der Bedeutungen (2.) der Zeichen f, 9, fi, R die 
auf die beiden Durchschnittspunkte des Leitstrahls r mit der Oberfläche des 
Kllipsoides sich beziehenden Werthe r, und r, aus der quadratischen Gleichung 


fr +?2gr+fo—1 = 0 
zu bestimmen sind. so dass also 
> 4gyR f | 1 1 | 
ff, a - u ze } a ee /mı: 
ab MO FL@g—yR)”  (g-+YvR)’ 
und 
#* ge 


Bo I // [_yE5 "7g+ zo 


wird. Das Integrationsgebiet ist die Fläche derjenigen unter den zwei durch 


“ 


die Gleichung R=0 dargestellten sphärischen Ellipsen, auf welcher die Function 


g negalive Werthe besitzt. 
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Man denke sich jetzt stalt S, 7, die Coordinaten &, 7’, T eingeführt. 
welche sich auf die Hauptaxen des von dem Punkte O0 an das Ellipsoid 
legten Berührungskegels beziehen, und drücke die Grössen R und g durch 
diese neuen Coordinaten aus. Wählt man die Z-Axe so. dass ihr posilivei 
Theil durch den Mittelpunkt der eben erwähnten sphärischen Ellipse geht, so 
nehmen A und g die Formen an 
IR = M’+un’+vC, 


10. | 


' I; R 7] 
= Il +mn+nS, 


in denen 4 eine posilive, «, v und / aber negative Grössen sein werden. Da 


ferner das Element do von dem Coordinatenwechsel unabhäneige ist. so wird 


| 1 
A fi “ I, | g— u (g'- yR"’ j4o 


mit den Grenzbedingungen AR’ >0, !>V0. 





In dem ersten Theile dieses Integrales darf man 7’, T beziehlich durch 
a2) u . : ’ . j r Pr 6 
—n, —ü erseizen; zieht man ihn hierauf mit dem zweiten Theile zusammen. 
so ergiebt sich 
Er I mn’ 4 nöN&' do 


Aus dieser Form von V erhellt sogleich, dass eine Integration aus- 
führbar wird, wenn man »/’, { als Integrationsvariable einführt, weil dann 
"do = dndS wird, also yR’ die einzige Irrationalität ist, die in dem zu 
integrirenden Elemente vorkommt. Es ist indessen zweckmässiger folgenden 
Weg einzuschlagen. 

Man seize, um die Wurzelgrösse yR’ zu entfernen, mit Jacobi 


| 1 (s / 1 “- 
} R = | } WE F 7 an | _— 5 m L* — | FREE 44 e- 
A— U 2 1 u 7 


1! " 


und fasse £’, 7", ©’ wieder als rechtwinklige Coordinaten eines Punktes in 


der Kugelfläche K auf, was der Relation ©" +7'"+{T”—1 zufolge gestaltet 
ist. Die sphärische Ellipse, für welche R’>0, °>>0 ist, bildet sich dann 
auf dieser Kugellläche als die Kugelhälfte ab, in der &’>>0 ist. und welche 


somit das neue Integrationsgebiet darstellt; dies letztere kann jedoch, wie 
aus der Form des zu integrirenden Elementes ersichtlich ist. über die ganze 
Kugellläche ausgedehnt werden, wenn man das resultirende Integral hälfte! 
Ferner wird, wenn Kürze halber 
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yA—-uy)—v=o0, 
"nn? 2. 
Y uf) 
oo = le +u- -y— _. 
f - + u E44 1 7 v— Jh ) 
my, mm" ya nö'yA 


z / 


Yı— u YA—v 


v=$5 YA+ — 


veseizt und das neue Kugelflächenelement wieder mit do bezeichnet wird. 


YR +m 7 + nQ = Wv, 


Fe” zu f, 
" ” 2 - B; 
Sdo = dr’ dd’ = — dr” d£' = — £'do 
0 0 


und in Folge dessen 


| CHI” ff w&'do 
(11.) = — Dmi EA 
| g N (—w’) 


Um die weitere Rechnung zu vereinfachen, betrachte ich statt des zu- 





letzt erhaltenen Integrales das Integral 


ff do 
De LE | 
JS (vH oErya 


aus welchem durch Entwickelung nach steigenden Potenzen von w jenes leicht 





erhalten wird. 
Nach Formel (1.) der Einleitung ist 
u lo "dt 
(12.) Ukre ( - DEAN 
= ME ON vo 120 
wenn z(t) die Determinante der quadratischen Form 





m 


' = _/n\2 112 2 
Ip —tv+oSs ya) +5 +n"+L 


bedeutet. 

Da durch diese Gleichung V auf ein einfaches Integral zurückgeführt! 
wird. so handelt es sich nur noch um eine elegante Form für y{t). 

Einem bekannten Satze der Invariantentheorie zufolge darf man die 
Form tg —tiw+og'yA)+S”"+n"+{”, worauf sich die zu berechnende De- 
terminante z\t) bezieht, durch beliebige lineare Substitutionen transformiren. 
wenn nur die Determinante der transformirten Function jedes Mal durch das 





Quadrat der Substitutionsdeterminante dividirt wird. 
Man setze also die neuen Variablen mit 5’, n', © bezeichnend 


PR IE -- mn’ + nd er k—u , en. 
Tre ee 











A—v 77] 
fl C. 


Dadurch wird: 
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= 














PAE—+ mn’ +nd')’ pf u ? 
mn == — — —i —L' 
/ AA1+ 0)’ FL u, 
HT) 
u + WS 4) Ye 
2 - > 
=? + m B° m 124 + mn- Hng") ı a2 | „RL? AS ul 7 vs" 
= = )(A-+ W 2 i > 1) i i >] ri 
also 
| | 1 +1’ IE mn' ne? 
t sr /a\2 ı "2 | mi PIE, | >| TR, 
p-Kyrws yA)ts rn Ts = 77 -( - 
u wi 
| tn » PT f ! | 
-( -) .,SC+un+rvö)+5 N 
1 tl g' € - ) I er 
4 (1 W)” n . 


nach (10.) 

Man denke sich zweitens statt &, n', €’ die Substitution gemacht, welche 
dem Uebergange von den Haupltaxen des Berührungskegels zu den ursprüng- 
lichen Axen &, n, { entspricht. Diese Substitution führt g’ in g und R 
= g—(fü—1)f über (10.), und es wird 


 ı «m Hy “Mm 


_— V-+- ul Er 75 


Iru tl? ? on (2o@-+ 0o')/14 N 


u) 
u a ' Po’ 
Das Quadrat der ersten Substitutionsdeterminante ist gleich TI - 7739 das 
s (ITW) u 


der zweiten an 3 somit ist 


x) = a “(+ A610 ( Al 7 errPp ze na. + Fungp) 





u. 0’ 1-+w 
Zur weiteren Vereinfachung setze man noch 
WW 
\ fo ui 1 ı _— 5, 
also 
As 1 
t vr —— — . 


dh PP 
man erhält dadurch nach leichter Rechnung successive ähnlich wie oben (9. 
/ As 1 (1-0)? 21,2, 9 _20+w ss 
z( u ) uni hit ct übe Als sro — g | 


(NV I? Po’ k de: (1- +0)’ f, { 


„A+o) „;.x (2o+ o Ya 8 u 
a l’o° u D(s)—- "7 0° u 7 Ft ( ıf Ad, uf b, fe 


) ve nen 1, 


= pa Die I-7r6 9]. 


G(s) Pr nämlichen Bedeutungen wie oben (4.), (9.) haben. 





-Dis, )| 


vo 
ne 
- 





wo D(s), F, 
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Vermöge dieses Werthes von % wird nun die Gleichung (12.), wenn man 





statt £ die neue Integrationsvariable s einführt und beachtet, dass Y’ = —/ 
zu setzen ist. 
v I. 
I/— g ng „ ds 
4 ar ( Ww- - () Er 2 2 ie; If, — NyA Ele Ze | —a9dn- 
Ds) y1 —- 6 (8) 
f.- | f, si \®, 


Entwickelt man beide Seiten nach steigenden Poltenzen von w und 
vergleicht die Coefficienten von w, so ergiebt sich endlich 


Y- en rn 700 Eu: RN de 
(p— = IT n\e) 


f il | D ($ 


(13.) = afoc) ds 
we D(s) 


1 





und nach (11. 





Die Grösse A ist ihrer Definition (10.) nach, wie aus der Theorie der 
(Oberflächen zweiten Grades bekannt ist, die posilive Wurzel der Gleichung 
dritten Grades 

AH +T)—-R(5,n,d)] = 0; 


i9 2, 
{ E-; r Q - a . ade j ‘ . 
F. ist also, dad R=g—(fü—1)f, die positive Wurzel der Gleichung dritten 


(irades in s 
. ‚on Y Le) x ) 
LA arg] = 0; 


weil aber 
| | .t a ae 2 fh, — a $ 2 
| EEE )-g | = ( 37 alsf+3 tn ts 07279 | 


er .G(s) Dis 





nt - 2; > ) 
ist, so kann m. definirt werden als die positive Wurzel der Gleichung 
Bis) = 9 
Ss. 4 


Da die in (8.) und (13.) für das Potential eines inneren und äusseren 
Punktes erhaltenen Formeln ähnlich gebaut sind, so kann man dieselben zu 
einer einzigen in folgender Weise vereinigen: 


14.) }) 
- fan To 
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wo die weggelassene untere Grenze im Falle eines inneren Punktes gleich 
Null. in dem Falle eines äusseren hingegen der positiven Wurzel der Gleichung 
G(s)—=0 gleich zu nehmen ist. 

Ist das gegebene Ellipsoid auf seine Hauptaxen bezogen. lautet also 


u 7 


seine Gleichung 


1 Bi Zw. 
ri . 
so Ist 
ei Air s+A’)(s+B’)(s +C' 
Ds g, as yiez 3 1) 2 
2 h? Pr 
le) — ER. REN u 
a | s+ 4" s+ B’ s+(Ü 
und 


- 2 ? b ce’ ds 
UORRERENGEE  VOER VERREENE VSUNEST A, WERE WERE 
AB | 40 a-B +0’ Iyos Mar Mare 


wo die untere Grenze entweder Null oder die positive Wurzel der Gleichung 
a’ b’ ce’ 
er T u 

ist. jenachdem der angezogene Punkt innerhalb oder ausserhalb des ElI- 
lipsoides liegt. 

In dieser Form findet sich der Ausdruck des Potentials eines homogenen 
Ellipsoids zuerst bei Dirichlet vor in der Abhandlung ..Ueber eine neue Methode 
zur Bestimmung vielfacher Integrale.“ 


Krakau. im October 1868. 
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Bemerkungen über die verschiedenen Werthe. 
welche eme Funetion zweier reellen Varıabeln 
erhält, wenn man diese Varıabeln entweder nach- 
emander oder gewissen Beziehungen gemäss 
gleichzeitig verschwinden lässt. 


(Von Herrn Paul du Bois-Reymond ın Heidelberg.) 


len unternahm die nachfoleende Untersuchung über die Grenzwerthe 
f 0.0) einer Function zweier reellen Variabeln fx,y).,. in der Absicht über 
vewisse Punkte im Gebiete der Integralrechnung ins Reine zu kommen. und 
habe sie auch nur so weit fortgesetzt. bis ich diesen Zweck erreicht halte. 
Da indessen einige neue begriflliche Ueberlegungen. die der Gegenstand mit 
sich bringt, von allgemeinerem Interesse sein dürften, und. vor allen Dingen, 
da mir hier fernerer Untersuchung ein ergiebiges Feld offen zu stehen scheint, 
so nehme ich keinen Anstand, diese „Bemerkungen“ der Oeifentlichkeit zu 


übereeben. 


3%, 
Vorbemerkungen. 

Die weil überwiegende Mehrzahl der Funclionen zweier Veränderlichen 
kann für einzelne Werthesysteme dieser Veränderlichen verschiedener Werthe 
oder auch einer stetigen Folge von Werihen fähig sein. jenachdem man den 
\ eränderlichen die jenen Werthesystemen entsprechenden Werthe in verschie- 
dener Reihenfolge nacheinander oder gewissen Beziehungen gemäss: gleich- 
zeitig ertheilt. So erhält der Ausdruck 
x - (ey) 


2c+y— (cH+y' 


LAU 


den Werth Null, wenn man erst «x dann y gleich Null setzt. und den Werth 








P. du Bois-Reymond, zur Theorie der Functionen zweier Veränderlichen. 11 


ı, wenn man erst 49 dann x verschwinden lässt. Setzt man endlich zwischen 
x und y die Beziehung y = «x Test, vermöge deren beide Veränderliche 
gleichzeitig verschwimden, schreibt «x für y und setzt dann 2 = 0. so wird 


3 = —— . und ist durch Variation von « einer stetiven Folee von Werthen fähio 
oe 10% 


Geometrisch ist diese Bemerkung so zu interpreliren. dass die Mehr- 
zahl der durch analytische Funetionen darstellbaren Oberflächen 3 = fir, y 
(x, y, 3 als orthogonale Coordinaten angesehen) von der auf gewissen Punkten 
der xy Ebene errichteten s-Ordinate nicht einmal oder eine endliche Anzahl 
mal geschnitten werden. sondern dass die ganze Ordinate oder doch ein end- 
liches Stück von ihr in der Oberlläche liegt. So liegt z. B. die ganze s-Axe 


. . - . ar hi, ur Mi Br UL — by . 
im windschiefen Paraboloid z = .„ und die Funetion 7 ist auch 
z+y z-+y 


für das Werthesystem 2=0. y=0 einer stetigen Folge verschiedener Werthe fähig 

Die Untersuchung der Funelionen zweier Variabeln in der Umsebune 
solcher Stetigrieldeutigkeilspunkte hat hauptsächlich analvlisches Interesse, und 
in diesem Sinne werde ich bei den nachfolgenden Betrachtungen mich der 
oeometrischen Construction nur als Hülfsmittel bedienen, und die eigentlichen 
eeomelrischen Fragen. die Krümmung der Oberfläche z=f x,y) in den Stetiv- 
vieldeutigkeitspunkten, u. s. w. unberührt lassen. 

Foleende Bezeichnunesweise wird öfters anvewandt werden. Es wird 
unter lim, _, lim,_, f'x,y) das verstanden, was aus f\x,y) wird. wenn man 


e+(r-+y 


darin erst y=y,, dann 2= x, setzt. So ist: lim,_„lim,_.5 | , 
r >. “LU Ey 
’ z+(2+y)' ’ 
und lim, _ „lim, _,,. ——- —— = !. Unter lim,_..,-, fir, y) wird das ver- 
<TC-y z-+y) “ 


m. 


standen. was aus f x,y) wird. wenn man darin. gemäss einer nebenbei ge- 
oebenen Beziehung zwischen x und y, den Grössen und y gleichzeitig die 
ap cz -+(c-+y)’ “ | 
Werthe x,. y, ertheilt. So ist lim _u.-05 — für y=er. 
‘ SI y— (z-+y) 2 +0 ' 


Ferner werde ich im Folgenden als den Punkt. für welchen eine 
Function f(x, y) stetig-vieldeutig wird. immer den Punkt 2 =0. y=0 an- 
nehmen. da es stets möglich ist solche Variabeln für x und y einzuführen, 
deren verschwindenden Werthen die Stetigvieldeutigkeitsstelle von fr. y 
entspricht. 

Endlich werde ich der kürzeren Darstellung wegen saeen: „Eine Relation 
plx,y)=0V führt zum Grenzwerth z, vonz=f x.y).” wenn f\.r,y). sobald in ihr 
die Variablen x und y derart gleichzeitig verschwinden. dass sie dabei stets die 

2% 
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Gleichung y/x,y)= 0 erfüllen, den Werth 3, für 2=0,.y-=0 erhält. So 


z+(2+y)’ 





führt die Relation y—ar—=0 zum Grenzwerth A, 2 3 en 
are NT y—(a+y) 
RR: ' 5 " “ ’ u’ xy’ I j 
lie Relalion y’— «ax = 0 führt zum Grenzwerth @ von 3 = — 7 _. Endlich 


x 


z’+yyy’—r 


y‘ 2. r x’ -r y’ 





führt die Relation y— x — exr’=0 zum Grenzwerth Y3« von z — 
« J 


Uonstruction aller Wertlie, deren eine Function f(x, y) für e=0, y=0 fähig ist. 
L,imitale. 


Es viebt ein sehr einfaches Mittel, um sämmtliche Werthe zu construiren. 





die eine Funetion fix,y) für 2=0, y=0 annehmen kann. Wir denken uns 
die Function wieder durch eine Oberfläche 3= f\x,y) dargestellt..indem «, 
+. z rechtwinklige Coordinaten bedeuten. 
Dann eonstruiren wir eine Cylinderfläche mit kreisförmiger Basis, deren 

\xe die s-Axe des Coordinatensystems ist, und die wir uns in der Richtung | 
der positiven und der negaliven z unbegrenzt denken. Der Halbmesser der 
“ylinderlläche sei &. Sie schneidet die Oberfläche z= fix, y) in einer Curve, 
die wir die Curve Ü, nennen wollen. Nun stellen wir uns den Halbmesser 

kleiner und kleiner und schliesslich unendlich klein werdend vor, so dass 
jedem in der s-Axe gelegenen Werth von f(z,y) ein von ihm unendlich 
wenig verschiedener Werth von z in der Curve Ü, entspricht. Diese Curve 
ist dann in der That die Darstellung aller in der z-Axe gelegenen Werthe 
von fix, y). Man übersieht leicht, dass diese Werthe stetig aufeinander folgen 
können. auch Unterbrechungen erleiden. und doppelt und mehrfach liegen 
können. Allein ein unendlich dünner Cylinder ist in diesem Falle eine für 
\ orstellung und Rechnung gleich unbequeme Fiction, weshalb wir durch eine 
kleine Erweiterung der Construction uns die Reihenfolge der Werthe von 
f x,y) in der s-Axe besser versinnlichen wollen, und zwar indem wir die 
Curve C, mit vergrösserten horizontalen (der zy-Ebene parallelen) Dimen- 





sıonen auf einem den ersten Cylinder umschliessenden Cylinder abbilden, dessen 
Axe ebenfalls die z-Axe ist, und dessen kreisförmige Basis den Halbmesser 
| hat. Die Abbildung geschieht so. 

Von einem beweglich gedachten Punkt auf der 3-Axe lassen wir der 


y-Ebene parallel einen Strahl ausgehen, der die Curve €, schneidet. Dieser 


Sirahl wird den äusseren Cylinder in einem Punkt ‘B schneiden. Nun lassen 
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wir den beweglich gedachten Punkt z die ganze z-Axe von 3 x bis 
3 =+ m durchlaufen. während der von ihm ausgehende Strahl fortwährend 


der zy-Ebene parallel bleibt und die Curve €, schneidet. Dann beschreibt 
der bewegliche Punkt P auf dem äusseren Cylinder eine Curve, die das ver- 
langte vergrösserte Abbild der Curve (C, ist. Die horizontalen Dimensionen 
der Curve €, sind im Abbild im Verhältniss von 1: vererösserl. Der wesent- 
liche Vortheil dieser Art die Curve €, abzubilden besteht in Folvendem. Es 
sei & zuerst eine endliche,. kleine Grösse. Lassen wir dann & fort und for! 
abnehmen, so wird das Abbild der Curve Ü, auf dem äusseren Cylinder. je 
kleiner & wird, sich mehr und mehr einer Grenzgestalt nähern. und für & = 0 
in diese Grenzgestalt übergehen. Diese Grenzgestalt ist dann das wirkliche 
Abbild der Werthe von fx, y) in der 3-Axe, und für jeden Punkt der Grenz- 
gestalt des Abbildes giebt die Richtung des ihn passirenden horizontalen 
Strahles die Richtung an. welche auf der Oberfläche 3 = f(x, y) zu dem jenem 
Punkt zugehörigen Werth von fix, y) in der 3-Axe führt. Da diese Grenz- 
vestalt des Abbildes eine wesentliche Rolle in dieser Theorie spielt. so er- 
laube ich mir ihr einen besonderen Namen zu geben: ich werde sie die 
Limitale der Funclion oder der Oberlläche z = fir, y) nennen. 

Nehmen wir zuerst an. dass die Funclion fx,y, für 2=0. y=V 
eindeutig und in der Umgebung dieses Punktes stetige ist. Dann ist für ein 
sehr kleines & die Curve €, nahebei eine Ellipse. nämlich nahebei die 
Schnittlinie des inneren Cvlinders mit der Tangentialebene an die Oberfläche 
z=f(r,y) für den Punkt z=0, y=0. Das Abbild von Ü, ist aber eine 
sehr wenig von einer ebenen horizontalen abweichende Curve und geht für 
e=0 in einen horizontalen Kreis über, und zwar in die Schnittlinie der 
Ebene 3 = f\0.0) mit dem äusseren Cylinder. die also dann die Limitale der 
Oberfläche z= f\x,y) für den Punkt 2=0. y= 0 ist. Wenn jedoch fir, y). 
wie bei den eingangs angeführten Beispielen, für 2=0, y=0 stetig-vieldeutig 
ist. so wird die Limitale eine andere Curve sein, deren Gleichung man findet. 
wie folgt: Wir setzen @=&cosg, y = esing. Dann ist 3 = f ecosy,esing) die 
Gleichung der Curve C,, und dies ist auch die Gleichung ihres Abbildes auf dem 
äusseren Cylinder. Die Gleichung der Limitale ist z = lim, „f(ecosy. esing 
Es sei z. B. 


ax + by 


[A 


axc-by 


Führen wir hier & und % statt x und y ein und seizen noch «= «sine, 
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b = a’ cose, a, = a,sine,. b, = a,cose,. so wird: 


ae sin(p- 


a, sın(lp+e,) 


\ 
-@) 


die Gleichung der Limitale. Nehmen wir u. a. na, =a+!7 oder aa,—bb, =. 


. n \ u . - a 1 \ .. . . 
so wird die Gleichung der Limitale z = ig gp-+oe) und lässt sich auf dem 
{ ur d 
l 
aufgewickelten äusseren Cylinder, einem Flächenstreifen, dessen Breite 27 be- 


trägt. leicht aufzeichnen. 


&. 3. 
Zwei Modificationen ın der Construction der Limitale. 

Eine so „eute geometrische Uebersicht über den Inbegriff sämmitlicher 
Werthe, deren eine Function fix, y) für 2=V0, y=0 fähig ist. die mitgetheilte 
Construction auch gewähren mag, so ist sie analytisch weniger vortheilhaft. 
wegen der trigonometrischen Funetionen oder der ihnen entsprechenden alge- 
braischen Wurzelgrössen, mit denen sie die Rechnung beschwert. Folgende 
Consiructionen der Limitale geslallen zwar nur die Darstellung eines Theils 
der Grenzwerlhe fix, y) für 2=0, y=0, sind aber, bei ebenfalls guter Ueber- 
sichtlichkeil. für die Rechnung wesentlich bequemer. 

Wie bei der Construction des vorigen Paragraphen das Bild, nämlich 
die Curve C,, auf einem Cylinder erhalten und das Abbild auf einem zweiten 
Cvlinder entworfen wurde, so werden wir jetzt auf zwei verschiedene Weisen 
das Bild auf einer Ebene herstellen und das Abbild auf eine Ebene projiciren. 

I) Wir errichten, senkrecht auf die wy-Ebene, die Ebenen 2-+y=e 
und 2+y= 1, welche die e-Axe und y-Axe in den Entiernungen & resp. 
| vom Nullpunkt schneiden. & denken wir uns wieder ziemlich klein. Die 
Ebene 2+y =: wird die Öberlläche 3= fir, y) in einer Curve schneiden. 
deren Endpunkte ich mit ‘'B, und ®B, bezeichnen will, und zwar hat '®, die Coor- 
dinaten 

ae) ya But 
und 'B, hat die Coordinaten: 

2 ge Fur). 
Die diese Punkte verbindende Schnitteurve will ich die Curve B,'B, nennen. 
Wir bilden sie wieder vergrössert auf der Ebene 2+-y I ab, indem wir von 


der z-Axe einen horizontalen Strahl aussehen lassen. der die wanze ÜUurve 


B, PB; durchläuft. Dieser Strahl zeichnet auf der Ebene 2x-+y = 1 ein horizontal 
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vererössertes Abbild der Curve B,%,. welches für <= 0 in eine Grenzeestalt 
übereeht. die wir wieder die Limitale nennen. Für eine Oberfläche. die im 
Punkt 2=0. y=0 eindeutig und stetig ist. wird die Limitale eine horizontale 
Gerade. für andere Oberflächen findet man ihre Gleichung. wie folet. 
Nennen wir [y2 die variable Entfernung eines Punktes der Linie 


s+y=83z=0 vom Punkt r=e, y=0. 2=0V, so ist 


3 fe—6,6 


die Gleichung der Curve ®,'P,. Es sei ferner yy2 die variable Entfernung 
eines Punktes der Linie e+y=1. 3=0 vom Pınkt 21. y=0. 2-0. so 
dass Gy —eg:1: Man hat mithin in der Gleichung 3 = f’e—[,T) der Curve 


Y, P, nur #7 statt Z zu schreiben. um die Gleichung ihres vergrösserten Abbildes 
zu erhalten. die mithin lautel: 
3 f(e(1-y),ey); 
auch ist == e(1—y), y=$. Lässt man in der vorstehenden Gleichune 
verschwinden. so folet die Gleichung der Limitale. welche ich mil 
s— = Lly 

bezeiehnen werde. 

2) Ein drittes Verfahren sich eine Limitale zu verschaffen werde ich 
hier nur kurz andeuten. weil erst in den späteren Abschnitten dieser Arbeit 


davon Gebrauch eemacht wird. Man bildet nämlich die Schnittlinie der Ebene 





x2=e mit der Oberfläche z= fir, y, auf der Ebene ır | ab. Die Limitale 
wird hier freilich eine sich ins Unendliche erstreckende Curve. was indessen 
dann keine Unbequemlichkeiten macht, wenn es sich allein um ihre Gestalt in 
der Nähe des Punktes 2=1. y=0 handelt. Dann ist die analytische Be- 
handlung der Function f(x,y) für 2=0. y=Ö noch einfacher als bei der 


vorigen Abbildung. da die Gleichung der Schnittlinie von 2=e mit z=f r.y 





lautet: 3=f(e,y.. die des Abbildes auf r= 1:3=fie,ne). wo r, die Entfer- 
nung eines Punktes der Linie = |. z2=0 vom Punkt z=1. y=0. 2=0 
bedeutet. Aus z3= fie,ne) folgt alsdann die Gleichung der Limitale. indem 


man &—=V setzt. 
S. 4. 
Charakter der Limitale im Allgemeinen. Ihre Stetigvieldeutigkeitspunkte. 
Indem wir uns nun zu der eigentlichen Discussion der Limitale wenden. 


wollen wir. um die Untersuchune nicht unnöthie zu verwickeln. über die 


Function fix,y) gewisse Vorausselzungen machen. Wir werden annehmen. 
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dass f(x. y) für keinen Punkt des positiven Quadranten. dessen Modulus Yaty 
einen oewissen. beliebig klein zu denkenden Werth nicht überschreitet. unbe- 
stimmt werde, sondern für jeden so beschaffenen Werth von x und y einen. 
und nur einen. völlige bestimmten Werth habe. mit Ausnahme eben des Punktes 
2—=0. y=0, für welchen f(x, y) stetig - vieldeutig wird. 

Wir wählen das zweite Abbildungsverfahren, um daraus die Limitale 
zu erhalten: d. i. wir construiren die Ebenen e+y=:, 2+y=1. bilden die 
Curve ‘BB, (die Schnitteurve von 2+y=e mit der Oberfläche 3=f(r,y)) 
auf der Ebene #-+y = 1 mit einer horizontalen Vergrösserung von 1:: ab. 
und lassen dann & verschwinden. Bevor & den Werth Null erreicht. sagt unsere 
Voraussetzung über fix, y) von der Curve ®,®P, aus. dass dieselbe für keinen 


7 


Punkt 2 = e—-[, y={ eine endliche der z-Axe parallele Strecke habe. 
Denn nur dann könnte eine s-Ordinate der Oberfläche s3—=f(r,y) oder der 
Curve z=f(e—£,C) unbestimmt werden. Das Nämliche gilt von dem Abbild 
der Curve ®,'B, auf der Ebene z+y= 1. deren Gleichung z = f(& 1—7).&/) 
ist. Unter der obigen Voraussetzung wird für keinen von Null verschiedenen 
Werth von » eine endliche Strecke dieses Abbildes der s-Axe parallel 
laufen können. 

Lassen wir & kleiner und kleiner werden, so wird das Abbild der 
Curve B,'%, sich mehr und mehr seiner Grenzgestalt nähern. Es wird einen 
veewissen kleinen Werth von e geben, von welchem an bei fernerer Abnahme 
von &e Anzahl und Reihenfolge der Maxima und Minima und sonstigen Sin- 
oularitäten des Abbildes sich nicht mehr verändern. Wenn & verschwindet, 
rückt vielleicht ein Maximum ins Unendliche, eine Unstetigkeit. die für ein 
unendlich kleines & unendlich klein war, verschwindet. kurz für sehr kleine 
endliche Werthe von & wird das Abbild mit seiner Grenzeestalt für <= 0) 
im Allgemeinen grosse Aehnlichkeit haben. Nur ein wesentlicher Unterschied 
zwischen dem Abbild und der Limitale kann eintreten. Von dem Abbild hatten 
wir vorausgeselzt, dass es keine senkrecht (der s-Axe parallel) verlaufenden 
Strecken habe. Die Voraussetzung der Bestimmtheit von f(z,y) erstreckte 
sich nicht auf den Punkt 2 = 0, y = 0. Ebenso kann auch nicht von der 
Grenzgestalt des Abbildes vorausgesetzt werden. dass sie keine senkrechten 
Strecken habe. Es wird vielmehr Strecken des Abbildes geben können. die bei 
Abnahme von & sich mehr und mehr der z-Axe parallelen Geraden nähern 


und für = 0 darin übergehen. Diese Vermuthung, deren Richtigkeit später 


durch senauere Betrachtunsen als richtie erkannt werden wird. ist leicht 
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vorläufig durch Beispiele zu bestätigen, indem wir zeigen. dass die Limitale 
für gewisse Punkte stetig-vieldeutig wird. Es sind dies einfach die Werthe 
von y, für welche die Function zweier Variabeln f(e1—y). ey). wenn darin 
e=0 und der betreffende Werth von 7 gesetzt wird. sich ihrerseits stetig- 
vieldeulig erweist. Wir wählen folgende Functionen: 


ax’ + bry+ ey’ ay +bx— cy (z+y)'+ 2ıcy’ + r°y 
u er 5 rg ee e Er en 5 7 
ax’ +bay+ey ay+br+tey z+y)’+ay’+ xy 


Hierin & 1—y) statt = und &y stalt y gesetzt, werden sie: 


yla—b+c)+y(b—?Ra)-+a ey’a-tr(ce—b)+b 








ds u ü % 01) r r 1b, 4 <a) 2. ey’a, r Y (c, . b, J +5 ’ 
ATI 


rim Fir 











Die ersteren beiden Brüche liefern für jeden zwischen O0 und 1 gelegenen 
Werth von y, sobald e gleich Null gesetzt wird. eine völlig bestimmte Function 
Liy), und haben also keinen Stetigvieldeutigkeitspunkt. Der letztere Bruch 
ist für e= 0 ebenfalls bestimmt für alle Werthe von y zwischen „=0 excl. 
und y=1 excl. Setzt man den einen oder den anderen dieser beiden Werthe 
in den letzteren Bruch ein und setzt gleichzeitig <= 0. so wird er stetig- 
vieldeutig. 

Das Interesse der Theorie concentrirt sich in den Stetigvieldeutigkeits- 
punkten der Limitale. Was sich sagen lässt über die Grenzwerthe für =. 
y=0 einer Function f(x, y), deren Limitale z = lim, „f(e(1—y). 7) für keinen 
Werth von y steligvieldeutig wird, oder genauer zu reden, über die Intervalle 
von y, in denen die Limitale keinen Stetigvieldeutigkeitspunkt hat, werde ich 
im folgenden Paragraphen zusammenfassen, um alsdann zur Discussion der 


Stetigvieldeutigkeitspunkte der Limitale überzugehen. 


$. 5. 
Ueber die Grenzwerthe von 3=f(z,y), zu denen eine gegebene Relation p(«, y) = 0 
führt in Strecken der Limitale, wo sie eindeutig ist. 

Wenn. wie wir der Einfachheit halber annehmen wollen, die Limitale 
3 = lim, „f(e(1—-y),ey) =L(y) für jeden Werth von y völlig bestimmt ist. 
so hat es gar keine Schwierigkeit die Art anzugeben. wie die Variabeln in 
fix, y) verschwinden müssen, um beliebig gegebene Grenzwerthe von fix, y 
zu erhalten, oder anzugeben, zu welchem Grenzwerth eine beliebig gegebene 
Relation p(x,y)=0 führt, vermöge deren die Variabeln x und y gleichzeitig 
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verschwinden können. Wir denken uns senkrecht auf die xy-Ebene eine 
Ebene durch den positiven Quadranten gelegt. die in der z-Axe endigt. Ihre 
Gleichung sei y-ax—=0. Diese Ebene wird die Limitale auf der Ebene 
+91 in einem Punkt 3, = L(y,) schneiden. Dann lässt sich zunächst 
sowohl geometrisch wie analytisch zeigen, dass auch z, der Werth ist, welchen 
man erhält. wenn man in f(@,y) x und y der Relation y-ox=0 gemäss 
verschwinden lässt. 

Die Ebene y—ar= 0 schneidet die Oberfläche z=f(z,y) in einer 





Curve, deren Abbild auf der Ebene @+9=1 (nach dem schon mehrmals 
angewandten Abbildungsverfahren gezeichnet) eine senkrechte Gerade ist, die 
in der Limitale endet. Dieser Endpunkt in der Limitale ist aber der Punkt 


3, — Liy,). und ist das Abbild des Punktes, in dem die Schnittlinie der Ebene 


y— or —=0 mit der Oberfläche 3= f(x, y) in der s-Axe anlangt. 
. . & 7 / \ u 
Ferner ist y, = Der Werth von z=f(x, y), welchen man erhält. 
wi 
wenn x und y der Relation y-ax—=0 gemäss verschwinden, ist lim, _,fix,ex). 


Es ist aber: 














Ly)= zer) —= lim, „f(e (1-7), ey) = lim.- Hie = u 2 2 
wenn = — statt 7 geschrieben wird. Da nun offenbar 
lim,. Bi : r > ) = lim i Hoc, PR. ) 
I+a’1i-+e rer I+a 1-+.a 
ist. so ist auch L(y,) =lim,_„f(&, «x), wenn wir x statt .— schreiben. 
Nun sei eine Beziehung y(x,y)=0,. vermöge deren die Variabeln 


x und y gleichzeitig verschwinden können, beliebig gegeben. Der Grenz- 
werth von 3=f(x,y), zu welchem sie führt, lässt sich eonstruiren, wie folgt. 
Wir errichten senkrecht auf die zy-Ebene in der Curve p(z,y)=0 eine 
Cylinderfläche, die in der 3-Axe endigt. Das Abbild ihrer Schnittlinie mit 
der Oberfläche 3= f(x, y) endigt in der Limitale im Punkte, wo die durch 
die 3-Axe gehende Tangentialebene an die Cylinderfläche y(z,y)=0 die 
Limitale schneidet. Dies lehrt in der That eine einfache Ueberlegung. Denn 
legen wir durch den abbildenden Strahl (der von der z-Axe ausgehend hori- 
zontal durch die Curve y(az,y)=0. z=f(r,y) bis zur Ebene r+y=1 
geht) und durch die s-Axe eine Ebene, so wird das Abbild jedes Punktes 
der Curve p(z,y)=0, 3=f(x,y) in der jedesmaligen Schnittlinie dieser 
Ebene mit der Ebene e+y=1 liegen. Drehen wir nun den abbildenden 











nm 
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Strahl so lange, bis er eben die Curve p(rz,y)=0, 3=f(r,y) nicht mehr 


schneidet. d. i. bis diese eben in die s-Axe gelangt. so wird auch die durch 
die 3-Axe und den abbildenden Strahl gelegte Ebene die Cylinderlläche 
g(ax,y)=0 eben nicht mehr schneiden, d.h. sie wird sie berühren. woraus 
das Gesagle folgt. 

Jeizt sei y-y,2=0 die Gleichung der die s-Axe enthaltenden Tan- 


sentialebene an die Cylinderfläche $(x,y) = 0. wo 


op 

. OL 

= —im, u, ——. 

u 0 

ey 
ın welchem Ausdruck x und y der Relation y(z,y)=0 gemäss gleich Null 
zu setzen sind. Dem Obigen zufolge führen also die Relationen y—y,xe = 0 
’ . . ! Fi . 
und g{xz,y)=0 zum nämlichen Punkt: y= a, = L(- %”_) der Li- 

A I Y, k I Y. 

mitale,. oder die Relation y(xz,y) =0 führt zum Grenzwerth lim, „fir. xy 


von fir, Y). 
Dies wird dann ohne Ausnahme der Fall sein. wenn die Limitale für 


f# ; e ER er . \ Pf. 
A won keinen Steligvieldeutigkeitspunkt hat. d.h. wenn f(e(1—y), ey) für 

7% 
e=0,y=y, oder nach dem Obigen f(x, xy‘) für e=0, y=y, nicht stetig- 


vieldeutig wird. Tritt nämlich das letztere ein. so kann der Punkt nicht an- 
sereben werden. in dem die Ebene y— .ry, = 0 die Limitale schneidet. da 
diese ein endliches Stück einer senkrechten Geraden ist. welches vollständig 
in der Ebene y—ı.y, = 0 liegt. 

Was die Grösse 9, betrifft. so wird man sie am zweckmässigsten so 
bestimmen, dass man zy, statt y in gixz,y)=Ü einsetzt und die Gleichung 
lim, „p(x, xy.) = 0 nach y, auflöst. Ist z. B. 

ya,y)zrtaytar+pay+yy 0. 
so hat man zur Bestimmung von y, die Gleichung 
Yy, + Pyo+ 0 — (. 

Nach allem Diesem gelangen wir zu der einfachen Regel: Um den 
Grenzwerth von 3= f(z,y) zu finden, zu welchem eine gegebene Relation 
y(z,y)=0 führt, hat man die beiden Gleichungen zu bilden: 

im, .o(z,2y,)=0, lim, fir, zy) = 21: 
und aus der ersten y, in die zweite einzusetzen. z, ist dann der gesuchte 
Grenzwerth. Diese Regel wird nur dann ungültig, wenn f{z,2y') für 2-=0. 


y' = y, stetigvieldeutig ist. 


3 * 
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Man kann die Resultate dieses Paragraphen auch durch Reihenentwick- 
lung ableiten, aber auf weniger sicherem Wege, und ohne sich so leicht 
Rechenschaft von der Bedeutung der Ausnahmefälle geben zu können. 

Wir schreiten nunmehr zur Untersuchung der wichtigsten unter den 
sehr mannigfaltigen Arten von Stetigvieldeutigkeitspunkten der Limitale. 


$. 6. 


Beispiele für die Diseussion von Limitalen mit Stetigvieldeutigkeitspunkten. 


Ich beginne damit, in einer Reihe von besonderen Fällen die Limitale 
vollständig zu construiren. Wir lernen so deren verschiedenarlige Stetigviel- 
deutigkeilen am schnellsten kennen und werden direct auf die zu beantworten- 
den Fragen hingewiesen. 

Ich werde bei den einzelnen Beispielen den Verlauf der Limitale in 
tabellarischer Uebersicht angeben. Diesen Verlauf der Limitale finde ich auf 
indireetem Wege. Die Functionen f(x. y), um deren Grenzwerthe für x = 0, 
y=0 es sich handeln soll, wähle ich nämlich als Quotienten ganzer rationaler 
Funelionen von x und y, was mich in den Stand setzt. deren sämmtliche 
Grenzwerthe aufzufinden, indem ich ar” +e, x"'+--- für y oder yo yfıt er. 
für x selze und dann x oder y verschwinden lasse. Hat man so sämmtliche 
(renzwerlhe, d. i. sämmtliche 3-Ordinaten der Limitale von f(x, y) und zwar 
in der richtigen Reihenfolge gefunden, so ist es sehr leicht, die zugehörigen 
Abseissen y anzugeben. Denn die Relation y= «x"+a,x2“" +... führe zum 
Grenzwerth z, von z, alsdann ist die zugehörige Abseisse y, bestimmt durch 

n 








Y ] . . f . O 2 \ » 
yı=3 wer und 9, ist bestimmt durch y,= lim, _, ER (ax +, 2" ...). Aul 
ıyı 


diese Weise können wir also die ganze Limitale construiren. Ich werde dies 
zuerst ausführlich an einem einfachen Beispiel zeigen, und mich bei den fer- 
neren Beispielen darauf beschränken, eine tabellarische Uebersicht vom Verlauf 
der Limitale zu geben. 

I. Es sei zuerst: 





| a’ +2ry+y’ 

= _ y)—- : 

% fi; Yy) z’+r2y4y? 
(in welchem Falle die äussersten Grenzwerthe lim,_,lim,_,f(z,y) und 
lim,_,lim,_,f(z,y) einander gleich und =1 sind). Man hat als Gleichung 


des Abbilds der Curve ®,P, auf der Ebene e+y=1: 
ei -N’+rlion)Hr 





3—=fle(l—-y),ey) = ei)’ -+ri—y)+r 
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Aa 


Für <e=0, y=0 wird f(e(1-y), ey) stelig-vieldeutig, ist dagegen für jeden 
andern Werth von y im Intervall „=0...y7=1 bestimmt, und zwar ist 
dann lim,_„f(e(1—-7),y)=2?—-y: Für y=0 wird also die Limitale eine 
senkrechte Gerade, deren Begrenzungen zu untersuchen sind. Um sämmtliche 
Grenzwerthe von s=f(x,y) zu finden, reicht es in diesem Falle aus, für y 
einzusetzen ox“, und alle Werthe lim, _,f(x, «@“) aufzusuchen. wenn u das 
Intervall von x bis 0 und « das Intervall von O bis & durchläuft. 


Es ist 


a’ + Raxu ri. a’zu 





a/ uN\ 
4 In u 
f % E) oA j x’ = ax“ } I 2 a? r4 


Man erhält nun für lim, _,f(x, x“) folgende Reihenfolge von Werthen. Für 


x > u>>2 und einen beliebigen unendlichen Werth von « ist lim, _ „f(x, ex“) --1. 
1 + 2a 


Für «=2 wird lim, _„f(x, ex“) le Sr Lässt man jeizt « alle Werthe 
a \ h 1 -+ 2a 
von O0 bis » durchlaufen. so durchläuft — 1 alle Werthe von 1 bis 2. 
+0 
y . u Pa . . »/ u hun . . > 2 r (Lt 
Für 2>u>1 ist lim, „f(z,ex")=2. Für u=1 ist lim, _,f(x, ex“ 7 
} [44 


und durchläuft, während « von O bis geht, alle Werthe von 2 bis 1. Für 
u <1 ist lim, „f(x, @x“) = 1. und hiermit ist die Reihenfolge der möglichen 
Grenzwerlhe von f(z,y) vollkommen erschöpft, d. i. wir kennen der Reihe 
nach die Werthe der z-Ordinate der Limitale. 

Was nun die entsprechenden Werthe von y betrifft, so ist y,=aulim ,_ ae“ 
Null für e >1, « für «= 1, unendlich für « <Z1. Also hat man für « 1. 


v=(, für u == ii, Fr 


Wir ordnen jetzt die gefundenen Werthe in folgender Tabelle an, deren 


‚ms <1ı,y= 


Bildungsprineip wohl keiner Erklärung bedarf. 











ya,y) =) ’ ü 
1) Erst y=0, dann 2=0 0 1 
2) y=azt, w>u>?2, a beliebig 0 | 
u). „7, Ren a von O bis & 0 , von 1 bis 2 
4) - ‚2 >u>]1, e beliebig 0 2 
5) - -,u=l, ca vonObis © | von Obisi + —— .„ von2bisi1 
6) - ,0<u<il, « beliebig 1 1 
7) Erst z=0, dann y=0 1 | 


Ich bemerke, dass, wo „a beliebig“ steht, & in der That für jeden durch die 
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Ungleichheit linker Hand gestatteten Werth von u alle Werthe zwischen O 

und » erhalten kann. Um die Analogie innezuhalten, verstehe ich im Folgenden 

unter „a beliebig“. dass «© für jeden gestattelen Werth von « von O bis x geht. 
ll. Das zweite Beispiel ist elwas zusammengesetzter 


| a (+1 -bae’y- cry’ 
= f(xz,y)= ——. „ Et 


a, (x Hy)‘ +b, x Yy + ce xy’ 
j ’ iz " de - et heE A- Y) 
Es wird: fie1—-y),eY) = oT N 
ac + Ir —y) ey > Y 
und die Limitale ist stetigvieldeulig für 7=0 und 5 





1. ne alle übrigen 




















> . . > . \ b- T (ec — 4 
Werthe von z ist lim,_ „f(e(1-y). ey) bestimmt und Fran a 2 = - Es 
I, ; C- I, 
reicht hier wieder die Substitution y = «x“ aus. und wir erhalten die Tabelle: 
g(z,y) =0 y A 
n) d 
I Erst y=0, dann r=0 0 ee 
’ | a, 
N a ‘ . . da 
2) y=oz", »>u>%, a beliebig 0 Zw 
i a, 
2 2 . a—+ ab _ 
3 - „u=2, o von O bis x 0 a von —- bis — 
| a, +eb, d, b, 
| = ch: b 
4 - ,„2>u>]1, « beliebig 0 nn: 
b, 
- ui . b-+.aec Bi 
v ni .„M= 1. oe von O bis x von d I FA Due u ya — his das 
| b, +oec, b c, 
» . D } Ü 
6b - „1>u>}, o beliebig l rn 
7 
un . i a’ d—- d 
{ = „neh ce von OÖ bis x | a 
at y aa -t ec, c, a, 
r ba, a 
S - >> u>0. « beliebige 1 ee 
u E a, 
a 
N) irst 2—=0, dann y=0 1 Ben 
z a 
i 





Il. Als drittes Beispiel wählen wir einen Fall, wo die Limitale für 
einen zwischen O und I gelegenen Werth von y en wird. Es sei: 








Kan) = EN HU + 
ur a, (@ .. byy—a)+ ey Fr 
Dann ist:  flel-y),ey) = eher I FR 


aE+br’2y—1)+ 7@7—1) 
und die Limitale wird für y=}H steligvieldeutig. Um die Werthe, deren 
f 2,y) für diesen Punkt fähig ist, zu finden, müssen solche Functionen (x, y) = 0 
substituirt werden, die ,=1 ergeben. Dies sind z. B. 
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y=-zr+tor, z=y+ßyt, 
und die Anwendung dieser Substitution liefert uns auch die vollständige Li- 
mitale, wie die folgende Tabelle zeigt *). 
y(a,y) = 0 y - 
E a 
I) Erst y=0, dann 2=0 0 
a, 
e [4 ir a 
2) y=ar", o>u>2, a beliebig 0 — 
) i a, 
2 ’ . at ac u... 8 
3) - „u=?R,. avonVbis x 0 ud von — bis 
| a, tee, a, C 
. . . C 
4) - ,„R2>u>1, « beliebig 0 en 
1 
i Ai, h ba-+c(a—1) ua: 
5) - „ a=1. o von Obis1 exel. fvon O bis 4] — —- —— von — bis — 
| Iba-+c(a—1) 6, b, 
u u: b 
6) y=ı—or“, 1<Zu<2, a beliebig; ı 
), 
4 Sa — ba Bi: 
7) -  ,„u=?%, «von x bis O0 \ von — bis — 
’ Sa, —b,a b, a, 
‘ jo. . . Ad 
8) -  ,2<Zu<x, ae beliebig ı s 
l 
da 
9) YAL, 3 
a, 
. BE id a 
10) y=r+ar“, w>u>>2, a beliebig ı _ 
a, 
’ Sa + ba 
11) - ,„ u—=2, co vonO bis © 1 ne When Di 
” Sa, —+b,« a, b, 
, „Bi b 
12) - ,2>u>>1, a beliebig ı — 
b, 
46 . ’ : ba-+ c(@a—1) b „m. b+c 
13) y=ax“, u=1, ce von1 exel. bis © fvon 4 bis 1 ei: We When 
be+c(a@a—i) b, b,-+e, 
| b--c 
14) - ,„1>u>0 1 hc Bat 
b-+ec, 
n b- 
15) Erst 2=0, dann y=0 I Era 
b,-+ec, 


IV. 
Substitution aufgelöst. 


*) Bei den mit einem + 
| 


Die bisher betrachteten Stetigvieldeutigkeiten wurden durch eine 
Ich werde noch ein dem vorigen ähnliches Beispiel 
geben, bei welchem die Limitale für „y=0 eine Stetigvieldeutigkeit hat, die 


versehenen Substitutionen in den folgenden Tabellen 


bedeutet „« beliebig“, dass « für jeden gestatteten Werth von # von © bis 0 gehend 


gedacht wird. 
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nur durch zwei verschiedene Substitutionen aufgelöst werden kann. Es sei 
a y— er) Heyly—e?) 


aa Hy ya) +eyly—e)” 








fa, y) = 
Man hat: 
Ä | ae d— )’— by’ rtN+erly’—r+1)’ 
1—ı \, & — u ni # w 
feinen) ae (7) — br’ r+ND+er7Ka—r+1)’ 
Die Limitale hat also nur für =0 eine Stetigvieldeutigkeit. da y—y+1 








zwischen den Grenzen „=0O und y=1 nicht verschwindet. Folgendes ist 
die tabellarische Uebersicht ihres Verlaufs: 


























g(a2,y) =) Y 2 
1) Erst y=0, dann r=0 oO I 
a, 
2\ y=ar“, »>u>3, «beliebig o 1% 
a, 
3) - „ u=)d. a von OÖ bis & 0 _ara PO © 7 
a +ar, | c, 
4 - ,93>uD>2, a beliebig u 22 
c. 
. bea+c(@a—1 C 
5) - ,u=?2, a vonObis 1 0 echt Ba J zu 
Mi ee Fe Te 
6) y=r’— ar“, 2<Zu<B3, abeliebig 0 2 
q - ‚ u=3. 0 von x bis O 0 a-ab von > bis I 
a — ab, b, a, 
S) _ . 3ZLu<%x, 0 beliebig 0 Pc 
a, 
u 0 =. 
yy-a k 
10) y=r’tar”, x >u>>3, a beliebig 0 ri 
a, 
12) -_ ,‚ u=d. @ vonObis x 0 Ki 3. von 5 bis 2 
a,+ab, a, b, 
13) _ ‚3>u>2, o beliebig 0 . 
a A . ’ ba-+c(@e—1) b p b+c 
14) y=azx“, u=2, « von 1 bis & 0 Tre ı von F bis Er 
. rl . u b+c 
19) - „2>u>]1, « beliebi 0 Bi. GE 
. g b.-+c, 
6) - „u=]1, o von O bis & 0 bis 1 ne 
| b,+e, 
. 5: b+c 
17) Erst 2=0 dann y=0O 1 Erg 
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In diesem Falle liegen also für den Punkt „= 0 mehrere senkrechte Strecken 





der Liwitale aneinander. Setzen wir z.B. a=2, b=5, ce=1, a=b,=e,—1. 
._ a u b oe C u b -r C Er . . . u D oe 
so ist ri 2, es 9. ya 1. Den und die Limitale fällt für y=0 


von = 2 bis „.q, steigt von 1 bis 5, fällt dann von 5 bis 2, steigt 
wieder bis 5 und fällt schliesslich bis 3, um in dieser Höhe von y=0 bis y=1 
zu verharren. Es liegen also für „=0 fünf senkrechte Strecken aneinander. 

Die bisher mitgetheilten Beispiele waren so gewählt, dass die Limitale 
in den Strecken. wo sie eindeutig. nicht entweder stets Null oder stets un- 
endlich war. Zu dem Zwecke mussten die Glieder niedrigster Dimension in 
Bezug auf die gleich Null zu setzenden Variabeln im Zähler und Nenner der 
Brüche von gleicher Ordnung sein. Es ist aber ein viel häufigerer Fall. dass 
dies nicht stattfindet, und so kann man sagen, dass die Limitale im Allgemeinen 
mit Ausnahme ihrer Stetigvieldeuligkeitspunkte die Gleichung 3—=0 oder = x 
hat. In den Stetigvieldeutigkeitspunkten concentrirt sich also in der That das 
Interesse der Limitale. Ich werde noch ein paar ganz einfache Beispiele von 


Limitalen geben, die in ihren eindeutigen Strecken Null oder unendlich sind. 


ns 


A) Br dos . u . . . > 
V. Es hat I für y=0,. e=0 eine Stetigvieldeutigkeit. Setzen 
: s . ed . k 2 
wir z. B. y=e+7,, so wird dieser Ausdruck &+2— und ist für e=0. 
l 


I 
. 5 . “ -. . . 
Yyı=0 evident stetigvieldeulig. In e I statt e geschrieben ze+y,. stalt y 


/ 
ER 


f c+ 





Er 


ya 
. erhält man 

y+(c+y) 
y—-(e+y) 
Ich werde hier keine tabellarische Uebersicht mehr geben. Es genügt zu 
sagen, dass nach einander die Funclionen y=xz’+eaxr’ und y= car die ganze 





fiz,y) = (e+Y)- 


Limitale liefern. Die erstere in f(x, y) eingesetzt, giebt: 


lim, -„f(z, 2 Fox’) = rec 


a—?2 —2 
— x, springt von —oo auf +x, und geht dann von + bis Null, und 


lim, _„fix, «x) bleibt dann Null. Die Werthe —x und +» müssen als zu- 
sammenhangend angesehen werden. 


VI. Endlich hat & ß 


j 2 ’ ’ 
Lässt man @ in ——— von — os bis + gehen, so geht ——— von OÖ bis 
& 


EYTZ für &=0, y=0 eine Stetigvieldeutigkeit. 


Wenn f(e(1—y),.y) = — ist, so haben wir: 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 1. 4 
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Rn 
z+y yrla+y’ 
Für erst y=0, dann e=0 wird dieser Ausdruck — x, umgekehrt erhält man 





fi, Y) ug 


+00. Statt y geschrieben 2’ Fox’ und 2=0 gesetzt, erhält man: 


lim,_.f(z,2?Fee)) = ———: 

2 
druck gleichfalls alle Werthe von —x bis +». Dann in fix,y) stalt y 
geschrieben or, verbleibt die Limitale bis y=1 im Unendlichen. Sie beginnt 


Lässt man « in von —w bis + oo gehen, so durchläuft dieser Aus- 


also für „=0 im Punkt e=— x, steigt senkrecht auf bis 3=+® und geht 
mit diesem Werth horizontal weiter bis y = 

Die angeführten Beispiele waren Quolienten ganzer ralionaler Functionen. 
es lassen sich aber alle algebraischen Funclionen ähnlich behandeln. Tran- 
scendente Funclionen verhalten sich anders. Während wir nämlich sahen, dass 
die Steligvieldeuligkeiten der bisher untersuchten Funclionen durch eine Reihe 
Substitulionen der Form y = 0,2" + «,2”++.- aufgelöst wurden, wo einer der 
Coelfieienten « willkürlich blieb, so sind zur Auflösung der Stetigvieldeulig- 
keiten transcendenter Funclionen im allgemeinen Substitulionen erforderlich. 
die den willkürlichen Parameter anders als linear enthalten. 


vil. Es sei z. B. 


en Yy 
f(z,y) = log, 


| i | j 
f(e(1-y).ey) = e(l-y)log ı erg 


Die Limitale hat also für „= eine Stetigvieldeuligkeit, und die auflösenden 
Substitutionen für y müssen so beschaffen sein, dass y,=0 werde. Es ist 


“a 


ferner lim, _„lim,_.f(@,y)=—x. Die auflösende Substitution ist y= re 
und giebt f x,xe “)=eo. Die Limitale beginnt daher für „=0 mit 3=—x, 


steigt senkrecht auf bis 3= 0 und geht mit diesem Werthe horizontal weiter 
bis y= 

Auf die Theorie der die Stetigvieldeutigkeiten auflösenden Substitutionen 
beabsichlige ich hier nicht weiter einzugehen und lasse es daher bei den an- 
geführten Beispielen bewenden. Dagegen wünsche ich aber in den folgenden 


Paragraphen auf andere Bemerkungen, welche uns durch diese Beispiele nahe 
gelegt werden, die Aufmerksamkeit des Lesers zu lenken, nachdem ich zuerst 
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den Unterschied zwischen verschieden starkem Verschwinden und Nullwerden der 
Funclionen. auf welchen es hierbei gerade ankommt, klargelegt haben werde. 


$. 7. 
Unterscheidung der Begriffe des relativen Nullwerdens und Verschwindens der 
Funetionen. 

Dem gewöhnlichen Sprachgebrauch gemäss. werden wir saren: „von 
zwei Functionen « und ®e von x, die beide mit x zugleich Null werden, 
wird die erstere a stärker, gleich stark, oder schwächer Null als die zweite e, 
jenachdem der (Quotient — für =0 Null, endlich oder unendlich ist“. Nach 
dieser Definition giebt es unzählige Funeclionen, die ebenso stark Null werden. 
wie eine gegebene Funclion. Der uns vorliegende Gegenstand erheischt aber eine 
noch genauere Unterscheidung zwischen den mit x Null werdenden Functionen 
von x, die ich nun entwickeln werde. 

Wir werden sagen: ‚Eine Function u von x verschwindet schwächer 
oder stärker wie eine andere Function ve von x, jenachdem ihr (Quotient — 
von einem beliebig kleinen Werthe von x an bis VO excl. grösser oder kleiner 
als Eins ist, oder was aul dasselbe hinauskommt. jenachdem die Differenz 
n— vo. unmillelbar bevor sie mit x Null wird, positiv oder negativ ist“. Aus 
dieser Definition folgt dann auch. dass zwei gleich stark verschwindende 
Functionen. für die also vor dem Nullwerden von x die Differenz u—v bereits 
Null ist, einander gleich sein müssen, wenigstens von = an bis zu einem 
endlich verschiedenen Werthe von x, und da in dieser Theorie für's Erste 
nur von algebraischen oder ihnen ähnlichen Funelionen die Rede sein kann. 
so werden wir zwei gleich stark verschwindende Funclionen überhaupt iden- 
tifieiren. Es verschwindet z. B. 2x stärker wie 3x, und z’— ex’ stärker wie 
z’—/xr', welche von O0 und » verschiedenen posiliven Werlhe man « und ö 
auch erlheilen mag. Denn es ist: 


u x’— ar’ „ a— Pr” 
man. BE ben gen a En en 
® x’ — Die 1 — Pr 

2 

a— fx 


Die Grösse 1 Be wird aber unter allen Umständen bei abnehmendem x 


. ... . . u . 1. . 
einmal positiv und bleibt es bis 2 =0, so dass — kleiner als Eins wird. Hat 
man u = aa +, 2" ++, o = Pa"+Pp, x" +, u<wm<C..., so ist: 


u-0= a {a-P+ Aa +, 
4 ” 
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und wir sehen, dass die relative Stärke des Verschwindens von « und ® nur von 
a@— 3 abhängt. Ist diese Differenz Null, so hängt sie von @,—/, ab, u. s. w. 

Geometrisch bedeutet die Stärke des Verschwindens folgendes. Man 
stelle sich unter y=u=yg(x), =e=w(x) die auf der gemeinschaftlichen 
Abscissenaxe x errichleten Ordinaten zweier Curven vor. und lasse die Abscisse 
x gegen Null zu abnehmen. Es wird dann immer einen so kleinen Werth 
von x geben. von welchem an eine der beiden Ordinaten bis z—=0 excl. länger 
bleibt wie die andere. Bleibt « länger wie e, so verschwindet # schwächer 
wie vo, bleibt © länger wie a, so verschwindet » stärker wie vo, bleiben die 
Ordinaten gleich lang. so sind die Curven dieselben. Hierbei ist natürlich 
angenommen, dass die Curven y=a, y, =ev in der Nähe der Werthe «= 0 
nicht unendlich viele Maxima und Minima haben. 

Diese geometrische Betrachtung wollen wir indessen noch etwas ein- 
gehender durchführen. Es sei nämlich y= u eine Curve von veränderlicher 
Gestalt, die durch den Punkt 2= 0. y=0O geht. und die bei Variation ihrer 
Gestalt bis zu einer beliebig klein anzunehmenden Entfernung vom Punkt 2=0, 
y=0 den posiliven Quadranten nicht verlässt. Denken wir uns nun die 
Function « von x sämmitliche Stärken des Verschwindens durchlaufen, so 
wird zunächst die Tangente an die Curve y=a im Punkt 2=0, y=0 aus 
der «©-Axe allmählich in die y-Axe gelangen, indem sie successive mit der 
z-Axe alle Winkel von 0° bis 90" einschliesst. Für jede Lage ihrer Tangenten 
im Punkte 2=0, y=0 wird aber die Curve y= u an deren beiden Seiten 
alle Ordnungen der Berührung mit ihr durchlaufen. zuerst an der der z-Axe 
zugekehrten Seite von der schwächsten zur innigsten Anschmiegung, dann 
an der der y-Axe zugekehrten Seite in umgekehrter Reihenfolge von der 
stärksten zur schwächsten Anschmiegung. Nur wenn die r-Axe und die 
y-Axe die Tangenten sind, finden die Anschmiegungen allein an der dem 
positiven Quadranten zugekehrten Seite statt. 

Alle diese Gestalten der Curve y=u sind eingeschlossen zwischen 
zwei gebrochenen Linien. Die eine geht von einem Punkt x,y des posiliven 
Quadranten geradlinig zum Punkt e=xr, y=0, von dort zum Punkt 2 = 0, 
y=0, die andere von einem Punkt x, y zum Punkt 2=0, y=y, von dort 
zum Punkt 2=0, y=0. Die erstere entspricht mithin dem stärksten Ver- 
schwinden von a mit x, die zweite dem schwächsten Verschwinden. Hat man 


also eine Function f(w, ®, ©,, ©...) der als variabel gedachten Function a und 
der gegebenen Funclionen v von x, die alle mit x verschwinden, so besteht 
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das stärkste Verschwinden von « darin, dass man in f erst u=0 setzt und 
dann x (wodurch v, , nach « verschwinden), und das schwächste besteht darin. 
dass man erst 20 setzt und dann #. Die Reihenfolge aller Stärken des Ver- 
schwindens von x beginnt daher mit „erst «=0 dann 2—=0* oder lim. „lim, ı 
und endigt mit lim,_„lim,_,. ähnlich wie die Reihenfolge der Zahlen von —x 
bis + © geht, und ähnlich wie bei den Zahlen die Differenz zwischen jeder 
folgenden und jeder vorhergehenden positiv ist, verhäll es sich auch mit der 
Reihenfolge der von lim,_;lim,_, an schwächer und schwächer verschwinden- 
den Funclionen. Die Differenz zwischen einer jeden an einer späteren Stelle 
stehenden Funelion und einer jeden vorhergehenden ist positiv unmiltelbar 
vor dem für 2=0 stattfindenden Nullwerden. 

Anlehnend an diese Analogie mit der Zahlenreihe, schlage ich folgende 
Zeichen 

ao, vu 

vor. um anzugeben. dass a stärker verschwindet wie © und ® stärker wie u. 

Die Reihenfolge des Nullwerdens beginnt ebenfalls mit lim, _,lim,_, und 
endigt mit lim, _„lim,_.. Die Anordnung der Functionen nach der Stärke 
ihres Nullwerdens ist nur eine gruppenweise. und wenn eine Function, die 
stärker Null wird als eine andere, auch stärker verschwindet, so findet das Um- 
gekehrle nicht allgemein statt. Der Begriff des stärkeren oder schwächeren Ver- 
schwindens dient folglich dazu, um die einer gegebenen Stärke des Nullwerdens 
entsprechende Funclionengruppe ihrerseits in eine Stufenfolge zu ordnen. Dies 
geschieht mit voller Sicherheit und ohne jegliche Unbestimmtheit, da zwei gleich 
stark verschwindende Functionen identisch sind. Es findet also jede zu einer 
nach der Stärke ihres Verschwindens geordneten Folge von Functionen neu 
hinzukommende Function in dieser Folge ihre ganz bestimmte Stelle. 

Ich schlage noch vor mit den Zeichen 

alle, v))u 


zu bezeichnen. dass a stärker Null wird wie ®e und #» schwächer Null wie »r. 


$. 8. 
Allgemeine Folgerungen aus den Beispielen des $. 6. 

Auf Grund der Begriffsbestimmungen des vorigen Paragraphen werden 
wir aus dem Anblick der Beispiele des $. 6 diejenigen allgemeinen Eigen- 
schaften der Grenzwerthe f(0.0) abstrahiren, deren Darlegung diese Zeilen 
hauptsächlich gewidmet sind, und sie dann theoretisch genauer begründen. 
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Ein Blick auf die Tabellen des genannten Paragraphen zeigt, dass die 
unter p(z,y)=0 stehenden Functlionen y von x der Reihe nach immer schwächer 
verschwinden. Nehmen wir z.B. Tabelle IV. und bilden die Differenzen der 
auf einander folgenden Funclionen y ad 3) und 5), ad 5) und 7) oder 9) oder 
12, endlich ad 7) oder 9) oder 12) und 14), indem wir die den verschiedenen 
Funelionen y zugehörigen @ durch Indices unterscheiden: 

we, Pax, da, <i, 

ar — (+2), On, <ı — en tm, 

ztmEe)—- 0,0%, —-—o: <a <—+%, 1<a,<x, etc. 
so ist. wenn man sie aul die Formen: 

2 (nor, -atiI-0) tm. at, 1)to,a}, elec. 
bringt, leicht zu erkennen, dass sie von hinreichend kleinen Werihen von x 
an negaliv werden und es bis z=0 exclusive bleiben. Während nun die in 
der Rubrik p/x,y)=0 stehenden Funclionen suecessive schwächer und 
schwächer verschwinden, geht der unter y stehende Werth dieser Variabeln 
stetig von O bis I, und der unter 3 stehende Grenzwerth von fir, y) durch- 
läuft gleichfalls alle Beträge, deren er fähig ist, nach der Steligkeit. beginnend 
mit lim, „lim, _,fix.y) und endigend mit lim, _,lim, _„f'r,y). Diese Bemerkung 
vestaltet sich verallgemeinert zu folgendem Satze: 

Wenn eine Function f x,y) für 20. y=V stetigvieldeutig ist, für positive 
ron OD verschiedene beliebig kleine Werthe von x und y aber stetig, und man 
lässt x und y successive so gleichzeitig Null werden, dass y als Function von 
xv alle Grade des Verschwindens durchläuft, vom Stärksten beginnend und mit 
dem Schwächsten endigend, so durchläuft zugleich lim, _.,_„fız,y) nach der 
Stetigkeit seine sämmllichen Grenzwerthe für posilives Verschwinden der 
Variabeln x und y, mit lim, _„lim,_„f z,y) beginnend und endigend mit 
lim, _ „lin, .fi&, Yy). 

Dies ist der eine Salz, den wir aus den Beispielen des $. 6 abstrahiren. 
Die andere Folgerung ist diese. Die Reihenfolge der Grenzwerlhe von 3=f(z,y) 
beginnt mil einer Grenzfunction Y,. welche so nahe. wie man will, an den 
Werth lim,_ „lim, _„fır,y) führt, und endigt mil einer Grenzfunction Y,., die 
beliebig nahe zum Werth lim, _,„lim,_,f(x,y) führt. 

Im ersten Beispiel ist Y,=or', Y‚,=/Px, im zweiten ist Y,= «az, 
Y,= Pr, im dritten ist Y,= er, Y,= Pr, im vierten ist Y,=ar’, Yı,=Pr'. 
In allen diesen Fällen ist @ möglichst klein. % möglichst gross zu nehmen, um 


möglichst nahe an die Grenzwerthe lim,.. „lim, _, fix, y) und lim, _,lim,_.f(z, y) zu 
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gelangen. Im fünften und sechsten Beispiel ist Y,= r’—ar’, Yı=xr +ar. 


[04 


Im siebenten Beispiel ist endlich Y,=xe “‘, Y,=cozx, und in den beiden 
letzteren Fällen (Y, im Beisp. VII. ausgenommen) führt ein möglichst grosses 
a« zu den äussersten Grenzwerlhen von fir, y'. 

Alle Functionen y. welche stärker verschwinden wie Y, oder 
schwächer wie Y,. führen entweder oleichfalls beliebig nahe zu den Werthen 
lim, _.lim,_, fix, y) oder lim, _,lim,_,fir, y). oder sie führen zu diesen Werlhen 
selbst. So verschwindet Yy — 2’ — an? - Px* stärker wie y = x’ — ex’. und beide 


n : “ u 2 ; y-+-(c-+y)' 
Functionen führen zu dem Grenzwerlk — —— von fx.y)=\c+y)"— u 
Er TY. | 


t Y TU 
also fürmöglichst grosses o möglichst nahe an den Grenzwertlh O-lim, „lim, .fin,y.. 
Dagegen verschwindet auch z&’— Pr? stärker als &’— ax’, denn die Differenz 
ox'(B—ax’) wird posiliv, bevor 2=0 ist. Aber y= x’— ar? führt direct 
zum Grenzwerih O = lim, _,„lim,_ „fix, y). Es wird, trotz der Unbestimmitheit. 
die in Bezug auf die Function herscht, die zum Anfang und zum Ende der 
Limitale führt, keinen Anstoss erregen. wenn ich von der einen und der andern 
Grenzfunclion rede, sobald nur festgestellt ist. was darunter zu verstehen. 
Grenzfunclion soll jede Function y= k(x,«) heissen, die für einen bestimmten 
Werth «, von @ z. B. zum Werth lim,_,lim,_„fir,y) führt, oder, wenn der 
Werth «, selbst dem « in A(x,«) nicht ertheilt werden kann, ohne dass y 
Null oder unendlich wird, beliebig nahe an lim, „lim, _„fix,y) führt, wenn 
dem «a ein von «, beliebig wenig entfernter Werth ertheilt wird, und welche 
für von a, verschiedene Werthe von « zu von lim, „lim, „f(x, y) verschiedenen 
Werthen von lim,_.,-„fix,y) führt. Dies vorausgeschickt spreche ich die 
zweite Folgerung aus, wie folgt: 

Die Reihenfolge der Functionen y, welche zur stetigen Folge der Grenz- 
werthe lim,_,,_fix,y) einer Function f(x,y) führt, beginnt mit einer Grenz- 
function Y,, die stärker wie die folgenden Functionen y verschwindet, und endigt 
mil einer Grenzfunction Y,, die schwächer wie die vorhergehenden Functionen 
y verschwindet. Der Charakter dieser Grenzfunctionen hängt von der Be- 
schaffenheit der Function fix,y) ab. Alle Functionen y, welche stärker ver- 
schwinden wie Y, oder schwächer verschwinden wie Y,. führen zu den Grenz- 
werthen \im,_„lim,_,f(z,y) oder lim,_„lim,_.f(x.y), oder sie führen beliebig 
nahe an diese Grenzwerthe. Dieser Salz schliesst einen anderen Satz ein. 
der als Beweismittel in der Theorie der bestimmten Integrale öfters von Nutzen 
ist, und den ich daher noch besonders hervorhebe. 
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Wenn eine Function von zwei Variabeln fix, y) den Werth f, erhält, 
sobald man darin nacheinander erst y und dann x gleich Null setzt, so giebt 
es auch stets unzählige Deziehungen px, y) = 0. vermöge deren die Variabeln 
x und y gleichzeitig so verschwinden, dass die Function f(x,y)=0 für <=0, 
y=0 den nämlichen Grenzwerth f, erhält. 


$. 9. 


Beweis des ersten und dritten Satzes des vorieen Paragraphen. 
g gra 


Was den ersten und dritten Satz des vorigen Paragraphen anbelangt, 
so sind sie nur sehr nahe liegende Folgerungen aus unserer Construction. 
Der Einfachheit halber wollen wir über die Function f(x, y) gewisse Voraus- 
setzungen machen, welche aber für die Richtigkeit der Sätze nicht nöthig sind. 
Wir construiren wieder die Ebenen e+y=e, £+y=1, und auf der ersteren 
die Curve PB,P, mit der Gleichung z= f(e—£,{) ($.3. Ihr Abbild auf 


der Ebene e+y=1 ist die Curve 3= f(e(1—y),ey). und die Limitale ist 


3 = lim,_„fle(1—y),ey) = L(y)- 

Wir setzen nun voraus, dass f\x,y) für alle positiven, einen gewissen beliebig 
kleinen Werth nicht überschreitenden und von Null verschiedenen Werthe 
von z und y endlich und stetig sei, so dass die Curve B,'P,. wie klein auch 
sei, ebenfalls stelig und durchweg eindeutig ist, d. h. je zwei beliebig nahen 
Punkten auf der Curve PB,'P, entsprechen zwei verschiedene Punkte als Pro- 
jectionen auf der Schniltiinie der Ebene e+y=e mit der z@y-Ebene. 

Ferner wollen wir die Definition der Limitale etwas anders fassen, indem 
wir darunter nicht die Grenzgestalt der Curve PP, oder 3= f(e(l-y), ey) 
für e&=0 sondern für &e= unendlich klein verstehen. In der Sache wird 
hierdurch nichts geändert, ‘dagegen gestaltet uns diese Ausdrucksweise von 
einer conlinuirlichen Reihenfolge der Werthe von z in den Stetigvieldeutigkeits- 
punkten zu reden, und eine grössere und geringere Entfernung eines Punktes 
in einer senkrechten Strecke der Limitale von den Endpunkten der Limitale 
zu unterscheiden. die Entfernung natürlich auf der Limitale selbst gemessen. 
Die Limitale zerfällt dann in der That in den Stetigvieldeutigkeitspunkten in 
einander unendlich nahe verlaufende senkrechte Strecken, die an ihren oberen 
und unteren Enden successive so mit einander verbunden sind, dass ein be- 
weglicher Punkt die Limitale von einem Ende zum andern durchlaufen kann, 


ohne je dieselbe Stelle zweimal zu passiren. 
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Dies vorausgeschickt, mag y=y(x) stärker alsy,—=«,(xr) verschwinden. 
Auf beiden Curven y=Y (x), yı =Y,(x) errichten wir senkrecht auf die @y-Ebene 
Cylinderflächen. Nach der Definition des relativen Verschwindens muss von 
irgend einem hinreichend kleinen Werth von x an bis »=0 excel. die Curve y-p\r 
zwischen der Curve y,=g, (x) und der x&-Axe verlaufen, mithin die Ovlinderfläche 
y=g(x) zwischen der Cylinderfläche y,—=4Y,(x) und der @3-Ebene ausgespann! 
sein. Das heisst aber nichts anderes. als dass von irgend einem Werth von e an 
für alle kleineren Werlthe dieser Grösse die Curve ®B,B, von der Cvlinder- 
geschnitten wird 


- 


fläche „= y(x) in einem dem Endpunkt °P, näheren Punkt 
als von der Cylinderfläche y, = y,(x). Dasselbe findet bei unendlich kleinen 
Werthen von & statt. nur dass hier die Distanz der beiden Schnittpunkte auf der 
Curve B,B, unendlich klein werden kann, d. h. dass sie zusammenfallen. Thun 
sie dies nicht, so muss aber immer der Schnittpunkt mil y=gy(x) zwischen ®, 
und dem Schnittpunkt mit y, = g,(x) liegen. Mit anderen Worten zwei Re- 
lationen y= (x), 9ı = Yı(®) führen zu Punkten der Limitale (oder zu Grenz- 
werihen von z). von denen derjenige dem Endpunkt lim, _,„lim,_,f(r. y) der 
Limitale am nächsten liegt — wenn die Punkte nicht etwa zusammenfallen —. 
zu welchem die von beiden Functionen (x), y,(x) am stärksten verschwin- 
dende führt. Hieraus folgt umgekehrt, dass, wenn man die Relationen. welche 
zu den auf einander folgenden Punkten der Limitale von lim,_ „lim, „fr. 
an bis lim, „lim, „f(x. y) führen. vergleicht, sie successive schwächer und 
schwächer verschwinden müssen. welches der erste Satz ist. 

Die Richtigkeit des dritten Satzes ergiebt sich, wie folet. Die Ober- 
fläche 3= f(x,y) schneidet die ez- Ebene in der Curve s=f(x.0), die in die 
z-Axe gelangt mit der Ordinate z, = lim, „lim, „f(z,y). und sie schneidet 
die „3-Ebene in der Curve z=f(O,y). die in die s-Axe gelangt mit dem 
Werthe 3, = lim, _.lim,_.f(x. y). Wir können nun von irgend einem Punkt ® 
auf der Oberfläche 3= fix, y),. ohne je vorher die #z-Ebene oder die yz- 
Ebene zu berühren und ohne die Oberfläche s= fr, y) zu verlassen, auf un- 
zähligen Wegen zu einem der Punkte 2=0, y=0, 3=2: 2 =0,. y=(, 
3—=z, gelangen. Die Projectionen dieser Wege auf die @y-Ebene entsprechen 
dann ebenso vielen Relationen, die zu den Grenzwerthen lim,_,lim,_.fir, y). 
lim, „lim, _.f(x, y) führen. Nach dem zweiten Satz müssen aber alle diese 
Projectionen zwischen einer äussersten Curve und der x-Axe verlaufen. Diese 
äusserste Projection ist die Enveloppe der übrigen. Ebenso sei 3, ein zwischen 
den Endwerthen z, und z, auf der Limitale gelegener Werth von z, und 20, 
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y=0, z2=z, der ihm entsprechende Punkt der Oberfläche z= f(x, y), so 
wird man wieder von irgend einem Punkt ® der Oberfläche, ohne sie zu ver- 
lassen, aul unzähligen Wegen zum Punkt z=0, y=0,. 3=z, gelangen können. 
Die Projectionen aller dieser Wege müssen wieder zwischen zwei äussersten 
eingeschlossen sein, die einer unter ihnen am stärksten und einer am schwächsten 
verschwindenden Function y von x entsprechen. Alle Functionen y von x, 
deren Stärke des Verschwindens zwischen diesen äussersten Functionen liegt, 
führen zum Grenzwerth z, von z. Hiermit ist der dritte Satz bewiesen und 
vervollständigt. 

Um den zweilen Satz abzuleiten, werde ich mich der Umkehrung der 
Gleichung 3= fi\x,y) in andere der Form y=%4(x, 3) bedienen, die auch in 
der Beziehung lehrreich ist, dass sie zeigt, wie die Steligvieldeutigkeitspunkte 


der Limitale entstehen. 


$. 10. 


Beweis des zweiten Satzes des $. 8. 


Da es sich nur um eine Grenzfunection handelt. indem die andere auf 
ganz analoge Weise erhalten werden kann wie die erste, so wählen wir das 
zweite Abbildungsverfahren des $. 3. Wir bilden nämlich die Schnittlinie 
P,w der Ebene @ = e mit der Oberfläche 3=f(x,y) (der Endpunkt ®, 
der Sehnittlinie hat die Coordinaten z=e, y=0, 3=f(e,0)) auf der Ebene 
2 —=1 ab. Die Coordinaten irgend eines Punktes der Schnittlinie B,x be- 





zeichnen wir mit 

EP y=%Y., = f(&, Y.) 
und die irgend eines Punktes ihres Abbildes mit 

= 1, y-n, s=fie, 1); 
s— lim, „f(e, en) ist dann die Gleichung der Limitale, in der wir indessen 
wieder & unendlich klein und licht gleich O annehmen werden. Da es sich für 
uns nur um die Curve ®,® in der Nähe des Punktes ®, oder ihres Abbildes 
in der Nähe seines Anfangspunktes 2=1,n=0, 3= f(e,0) handelt, so be- 
trachten wir diese Curven nur im Intervall y;,=0O...y,=(Y) oder n„=0..n=(H), 
wo (H) eine beliebig gewählte endliche Grösse vorstellt. Zwischen „=0 und 
n==(H) denken wir uns die Curve 3=f(e, 7) stetig und endlich für alle 
Werthe von & von irgend einem noch so kleinen an abwärts bis <= 0. Den 
grössten Werth, den & erhalten darf, nehmen wir so klein an, dass bei fernerer 
Abnahme von e sich Anzahl und Reihenfolge der Maxima und Minima der 











P. du Bois-Reymond, zur Theorie der Functionen zweier Veränderlichen. 35 


Fr 


Curve 3=f(e, en) nicht weiter verändert, und führen im Ganzen folgende 
Bezeichnungen ein: 

Es sei Z, = f(&, O). und die Werthe von fe, en). in denen der Dilferen- 
tialquotient dieser Grösse sein Zeichen wechselt, während », von O0 bis (4 
wächst, seien Z,. Z,. ...: die zugehörigen Werthe von y, seien Y,. Y,.... und 
von n: H,, H;. .... Der variable Werth von s zwischen Z, und Z, heisst z,. 
zwischen Z, und Z: 2,, elc.. die variablen Werthe von y, und »; zwischen O 
und Y, oder O und //, heissen 9,. 7,. zwischen Y, und Y,. //, und IH, heissen 
%>. 12, u.8.Ww. Für die Limitale bleiben die Bezeichnungen für die Variabeln 
unverändert, die Bezeichnungen für die Grenzwerthe der festen Coordinaten der 
Curve f(e,&n7) nämlieh: Zu, Zus... Yı, Ya,...; Hi, Ar,,... erhalten Accente. 

Denken wir uns jetzt z3=fl&,y) nach y aufgelöst, so erhalten wir die 
Gleichungen: 

yakılkı,sy ya hkle,2);. 
), wird imaginär, wenn z, von Z, ausgehend durch Z, geht, 4,. wenn z das 
Intervall Z,...Z, verlässt. u. s. w. Die Grössen 9,. %:, ... verschwinden 
mit &, und die Grössen 7,. 7, verschwinden auch zum Theil dort, wo Stelie- 
vieldeuligkeitspunkte der Limitale entstehen, worauf ich alsbald zurückkomme. 

Wir können nun zunächst ganz leicht den zweiten Satz beweisen. 
Es sind = 4, 9 =4,... ebenso viel Relationen, die für yns=/f(r, y) 
eingeselzt für 2=O nacheinander zu stelig aufeinander folgenden Grenzwerthen 
von 3=f(x,y) führen. 

Zuerst y,=4,(2.z,) führt zu den Grenzwerthen von 3,=Z, bis ,=Z,. 
9 = h(,2:, führt zu den Grenzwerthen von 3—=Z, bis »=Z,. u.s.f. Nach 
dem ersten Satz des $. 8 sind also zunächst 4, (x, 2,). 4,(2, 2)» ... Functionen. 
von denen jede folgende mit x schwächer verschwindet als die vorhergehen- 
den, oder nach der $.7 vorgeschlagenen Bezeichnungsweise: 

Ki 

Zweitens führt 2,(x,3,) für 3,=Z, zum Werth lim, „lim, _.f(@,y)=Z 
von f(x,y), und alle Functionen, die stärker verschwinden wie 2,(x,2,). müssen 
zum nämlichen Werth führen, da er überhaupt der Anfangswerth der Limitale 
ist. Mithin ist auch yy=4(xX,2,) für z3=Z, die eine Grenzfunction von fix, Y), 
und ihre Existenz ist dadurch bewiesen, dass wir sie dargestellt haben, womit 
dann auch der zweite Satz nachgewiesen ist. Setzen wir z. B. 
c+y 


s=f(z,y)=r- 


u —y 


“ 
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so längt die Limitale mit 3—=1 an, zu welchem Werth y= «.x’ für ein un- 
endlich kleines « führt, Ya ae während «@ von O bis x een bs 3= +x 
und von 3s=— x bis Null. Die Grenzfunction ist also y= «x’ (« möglichst 
klein). Andererseits hat man: 


= -Nei-—} 


2 


Setzen wir 1—— =oe, so ist die vorstehende Function y ebenfalls für & un- 


x 


endlich klein die Grenzfunclion von f(x, y), da sie, in f(x, y) eingeselzt, eine 


. . * .. . » . . .. Tc 
von 1 unendlich wenig verschiedene Grösse liefert. Die Grösse —-—- rechts 
= x 7, 


der Klammer kann aber fortgelassen werden, da für,ein unendlich kleines 

@ sowohl y= ca er ash als auch y= ex’ zum nämlichen Grenzwerlh 
I von fx, y) führen. 

pri um den Satz Il. zu beweisen, dient die obige Betrachtung auch, 

um sich von der Entstehung der Stetigvieldeutigkeiten und horizontalen Strecken 


der Limitale Rechenschaft zu geben. Betrachten wir z. B. die Wurzel 


ip Mb,s,) 
Tr Tadel & > 
und nehmen wir an, das Intervall Z,...Z,., sei in gleich lange unendlich 


kleine Strecken dz, getheilt, die sich auch nicht verändern, wenn bei Abnahme 
von & das Intervall Z,... Z,,, allmählich gegen das Intervall Z,...Z,,, con- 


vergirt. Wir werden allgemein haben: 
> A(e, 2, 
de, = Be. I - r) )dz,. 


O2; 








m PR u. e . c A(€, %r,) 
Wird nun bei abnehmenden & der Differentialquotient pp (- ve -) unendlich, 
so wird die Limitale horizontal. Es kann beiläufig bei der Abbildung 3 fle(1-7).e/) 
nur für einzelne Werthe von z stattfinden, dass, wenn durch Kalle nach 


h “.. j : Oh, 
> eine Gleichung =%,(e,z) erhalten wird, ——- unendlich werde, wogegen 

















/ 8 / ge / 02 
bei der Abbildung 3=f(e,&7) es die Regel ist, dass einmal eine Wurzel 
= nt “/_ einen mit e=0 unendlich werdenden Differentialquolienten 
Bi: Be >) Jiefere. Wird also für eine endliche Strecke X'dz, des Inter- 
03, 

valls Z.... Z,., der Differentialquotient er unendlich gross, so 


Zr 


wird es auch das Intervall H,...H,,,. Bleibt der Differentialquotient endlich, 
so bleibt das Intervall H,...H,,, endlich und von Null verschieden. Ver- 
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schwindet mit &e der Differentialquotient im ganzen Intervall Z,...Z,.,. so muss 
nothwendiger Weise das Intervall //,...H,., verschwinden. und an der Grenze 
steht die Strecke Z,...Z,., senkrecht auf dem Punkte 2=1,n— H,—=H,,. 


d. i. wir haben einen Stetigvieldeutigkeitspunkt. Setzen wir z. B. wieder 


c-+-y 
s=/(r,y r — , 
l Ä U 
so ist 
e(2 —1 
1; — a e- er 
die einzige Wurzel. und man hat 
+1 
dn, E —— — d2,. 
Es wird also im ganzen Intervall von 3 =1bis 3=+x. und 3, = — w bis 


3, =0 mit e auch dr, verschwinden. und so hat auch die Limitale 
a 

£ en 

für n„=0 eine Stetigvieldeutigkeit, welche die genannten Werthe von s sämmt- 

lich enthält. 

Was nun die Grenzfunction betrifft. so ist mir nicht unbekannt, dass 
man sie auch ohne Auflösung der Gleichung = = f\x.y) nach y durch directe 
Methoden in sehr allgemeinen Fällen finden kann. Indessen sind diese Me- 
thoden Beschränkungen unterworfen, deren präcise Formulirung sehr mühsam 
ist und diese Mittheilung sehr verlängern würde. Ich beschränke mich daher 
hier darauf, die Existenz der Grenzfunclion nachgewiesen zu haben, und glaube 
dies um so eher thun zu dürfen. als die Anwendune der erwähnten direceten 
Methoden in den Fällen, wo sie hauptsächlich erwünscht wäre, nämlich bei 
gewissen Fragen der Theorie der bestimmten Integrale, dennoch auf geradezu 
unüberwindliche Schwierigkeiten stösst. Zum Schluss dieser Betrachtungen 
werde ich noch ein Problem der Theorie der bestimmten Integrale anführen. 


bei welchem die Grenzfunetion eine wichlige Rolle spielt. 


8. 11. 


Ueber den Werth, den ein unbestimmtes Integral erhält, wenn man eine Grenze 
und einen Parameter unendlich werden lässt *). 


Wir wollen uns mit der Frage beschäftigen, welchen Werth ein Integral 
der Form 





*) Bei dem genauen Zusammenhange, in welchem diese Untersuchung mit der- 
. o . . . y ® ni a. RE . .. un 
jenigen steht, welche ich im vorigen Bande dieses Journals in der Abhandlung „übeı 
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x 
/® x, h)de 
f 
erhält, jenachdem man z und 5 in verschiedener Reihenfolge nach einander. 
oder gewissen Beziehungen gemäss gleichzeitig unendlich werden lässt, jedoch 
unter dieser Vorausselzung, dass lim, „P(z,h)=#,(x) nur für einzelne 
Werthe von x unbestimmt oder stetigvieldeutig sei. und dass unter den Stetig- 


vieldeuligkeitswerthen so’ nicht enthalten sei, endlich dass: 


| / D(a)de 


ein convergentes Integral sei. Ich seize: 
oF(x,h) 
nn u Fl h). 


so hat man: R 


/P ri h dx = Fix, h Fang F VD. h : 


Lässt man 2 und A unendlich werden, so erhält F(O.%) in völlig eindeutiger 


Weise den Werth lim,_,Fi(0. h). dagegen kann. je nach der Beziehung des 
1 


BR ' 1 
relativen Unendlichwerdens von 2 und Ak oder Verschwindens von — und x 
l 


die Function F(x, h) gegen sehr verschiedene Grenzwerthe convergiren. Dem 
Begriffe des stärkeren oder schwächeren Verschwindens entsprechend. werden 
wir sagen, eine Function « von x convergirt für irgend einen festen Werth 
dieser Veränderlichen stärker gegen ®, oder nähert sich stärker » als eine 
andere Function ®, wenn unmittelbar vor dem Unendlichwerden der Funclionen 


» und © ihre Differenz «—e posiliv ist. Dann verschwindet auch F- stärker 


die allgemeinen Eigenschaften der Fourierschen Doppelintegrale‘‘ veröffentlicht habe, 

ist es am Ort, bei dieser Gelegenheit zu erwähnen, dass, wie mir erst Jetzt bekannt 
° a. ' y . 

geworden ist, die daselbst vorkommende Formel 


D(xh) nf Da 
) ——de = (0) ——d 
inf) a ana of da 


(Gleichung (10.) p. S4) sich bereits ın einer PRORGEE VERS des Herrn Winckler (Sitzungs- 
berichte der Wiener Akademie 1865) findet. Dieselbe ist übrigens nicht wesentlich von 
v Verallgemeinerung der Fourierschen Formel versc hieden, welche Herr Liouville im 
sten Bande seines Journals in der „Note sur une mani®re de gnraliser la tormule 
= Fourier* veröftentlicht hat. Ich habe mich bemüht diese nützliche Formel in aller 
Strenge abzuleiten und die Grenze der Geltung ıhrer Verallgemeinerungen festzustellen, 
was mit Hülfe eines neuen Mittelwerthsatzes, auf den ich bei dieser Gelegenheit ge- 
führt wurde, und welcher dergleichen allgemeine Beweise ermöglicht, $. 4 meiner oben 
eenannten Abhandlung gelang. In Be ‚treff der Bedingung für die BR der obigen 
Formel befinde ich mich mit Herrn Lioueille in U ebereinstimmung 
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NL 1 1 D—u . { 
wie —. da auch ar u unmittelbar vor dem Verschwinden von 
vo’ ! u 
1 * . r . « . e m . [) 2, 
und — negativ ist. Wegen dieser Correlation beider Beerilfe kann man alles 


l 
bisher von den Funclionen zweier verschwindenden Variabeln Gesaete ohne 
Weiteres auf die Funciionen zweier unendlich werdenden Variabeln übertragen. 
Danach wird. um es kurz anzugeben. Fiz.%k). wenn diese Function für z= x. 
h = w stetigvieldeutig ist *), und Man für x eine Reihenfolge von Functionen 
.(h) von h einsetzt, die alle Grade der, mit % verglichen, schwächeren und 
stärkeren Annäherung an x durchlaufen, folgende Werthe annehmen. Zu- 
nächst wird für „erst h=%®x, dann <= x“ lim, _, lim,_, F(z. k) der Grenz- 
werth von F(z, Ah). Dann wird es eine Stufenfolge der schwächeren und 
stärkeren Annäherung von z=4(h) an © geben. die mit der schwächsten 
beginnt und, bis zu einer gewissen Stärke gediehen. immer zum Werth 
lim,_ „lim, _„ F(z, h) führt, von dieser Stärke an aber zu anderen Wertihen 
führt. endlich zum Werth lim, _,lim,_„F(z.h) und bei fernerem Wachsthum 
bei diesem Werthe verharrt. Auf unser Integral bezogen, hat dies folgende 


Bedeutung. Das Integral 


” 


/® x, h) dx 


7 
wird, wenn wir erst k= x, dann z=x setzen, 
lım, __* 
lim, „»laz,b)de = /®: z)de. 
7 r 
Wenn wir aber x und % gleichzeitig unendlich werden lassen. so findet die 
Gleichheit: 


Im. .% 
I. 


4 


lim,_./P(z,h)de = dein, „bix,h 
0 T 
im Allgemeinen nicht mehr statt. sondern nur von den schwächsten Graden 
des Unendlichwerdens von z (verglichen mit dem Unendlichwerden von %k) 
an bis zu einer gewissen von der Beschaffenheit des Integrals abhängigen 
Stärke der Annäherung von z an x, in einem Worte bis zur ersten Grenz- 
function z—=4,(h) des Integrals. Von dieser an wird bei stärkerer Annäherung 


*) Um eine Function F(xz,y) darauf zu prüfen, ob sie für 2=%, y=% stetig- 
vieldeutig ist, ınuss man die retiproken Wertlie der Variabeln emtühren. 
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von z an © das Integral eine Reihenfolge verschiedener Werthe annehmen 
z 
können, bis endlich ein Schlusswerth erreicht wird. bei dem lim, ‚[» (x, h)de 


[4 
( 


bei noch weiter gelriebener Annäherung von zan w verharrt. Diesen Schluss- 


I. 
> “ , 2. : A R 
werth findet man, indem man das Integral Jr h)de ausführt. und hinter- 
0 r 
her h=»x selzt. Die beiden äussersten Werthe, welche lim, ‚fB x, h)de 


. 
u) 


erhalten kann. sind also: 


fax lim,_„ P(x, h). lim; ‚[» x, h)di. 


Zu der Betrachtung dieses Paragraphen werde ich einige Beispiele 
4 
i 





W . | a} y - y * . 
geben. Setzen wir z=—, h=—, F(z,h)=F,(5,n). Es sei zunächst: 
| S 2 | 
\ 1/- d zh bx’ Ic a: _. by En ce 7 
Fia.a)= Flöäin)= | ein u un 
ash+-b.a-+c, a:s+bn+te&r 
i : A ” er Aa h . b 
Dann ist F(O.h) = —, Jim:_„lim, CR )E r lim, _„lim:_,F,(&, 7): En 
» = f ’ / { f » wm d ) 


l l 1 


Die Limitale von FiS,n) hat keine Steligvieldeutigkeit, und wir erhalten alle 


4 Y '- - . . a-+- ab © 
Grenzwerthe von F(S,n), indem wir @ in „ von 0 bis x wachsen lassen. 
ar ad, red, 
oOF(x,h Br . 
Das Integral / ——dr, genommen von OÖ bis zum Werthe ch“, wird: 
OL “ ” “ 
ah” ah“ 


2 (be )c-+ (ac, )h-+(ba,)xh 


/® 2,h)d= [dx -_ je ) —_ u 
’ ’ (aazu +0,20) 


# 1. 


wo z.B. (be,) die Determinante be, —b,c bedeutet. Die Function (x, h) ist 


für alle Werthe von x excl. = 0 und für = x bestimmt und gleich Null. 


ü | 1 1 - Y . 1 . 
Für 2 0, h = A Ist ch . h) stetigvieldeutig. Setzen wir h =—, so ”. 
Ä 
l 2 be } rn zZ ba 5 2 Br ION AC 
D (x, 2 =‘ be Sn ben Be Pesch iu c,) 
BTr- (ac+b e’n-+e m) 


Bi in 2 ’ i : i 1 
und unter den Stetigvieldeutigkeits-Werthen von lim, _,, ‚b(e, =) kommt aller- 


RE 1 ! 1 
dings auch x vor, denn es ist lim, _,lim, ‚b(z, —) —= oo. lim, _,lim, „b(e, ” 
Ä Zr ’ ’ u 


[71 


ah 


=0(. Die Grenzwerihe des Integrals /®» (z,h)de ordnen sich, wie folgt. 
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Für O0 <u<c1 ist 


ah" 
' u; a C 
lim, ‚SP a.h)dae=——-—. 
. a C 
0) 1 l 
er ie ' Für er > 3 aa--b C 
also unabhängig von ea. Für e«e=]1 ist das Integral gleich — — — —, also 
ln: aa+b, C 
abhängig von « und durchläuft, während « von x bis O geht. alle Werthe 
a = un C - 
Hr bis ey welchen letzteren Werth es für 1< u x behält. 
( c, : 


i 


wo es also wieder von « unabhängig ist. Ich habe dieses Beispiel. welches 
gerade unter die eingangs dieses Paragraphen ausgenommenen Fälle sehört. 
eewählt. um daran den Sinn dieser Ausnahmen zu zeigen. Wir haben nämlich 
wegen der Stetigvieldeuligkeit von P(x,h) für 2=0 noch nicht alle Werthe 
erschöpft. die das vorgelegte Integral annehmen kann. Die übrigen würden 
wir erhalten. wenn wir die untere Grenze des Integrals sich der Null ver- 
schieden stark nähern liessen. während A unendlich wird. 


Zweitens sei 


Fr m-R(E ash + bx + ch aö+bn-+te$ 
Ko 0) I\>» 7 Re, 2 % i Ne 2" 
ie ke a,xh -b.x reh a57 b NTCS 


Behandeln wir dieses Beispiel wie das vorige, so ist: 


ah“ ah“ 
2 (be, Je +(ac,)h-+ (ba, )x' 


lim, ‚[P x, h)dx = lim, „dh _ 


a,ch+b x’-+ch) 


| 1 k 
$(z,h) = b(x. .) erhält hier den Werth: 
n7 
2(be, Jan 7 (ba, )e’n m ac, ) 


(ac +ban+c,) 


ist also für 7—=0 und (ohne besondere Voraussetzungen über die Constanten zu 


machen) für keinen endlichen Werth von x stetigvieldeutig, und lim, _, 2 (x,h 








ah“ 
’ (ac, ) N m ’ 
ist gleich ey ar F Das Integral lim, ‚SPic,h dx durchläuft nun folgende 
A Lat 0 
Werthe. Für O <u<Z1 ist: 
ah“ 3 
i 3 ' (ac a C 
lim,_./ P(z, h) de = / 2 Sr s de = —— —: 
I (4,°+6,) a, C, 
() v) 
ah“ 
. . ö z aa-+-b c r F Mr 
Für «=1 wird lim, _./P (x, h)de = ——- — — „und endlich für 1<u <x 
| . ’ aa-+b, c, 
0 
E E b C 
wird das Integral gleich 
1 1 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft. 1. 6 
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Drittens betrachten wir ein Integral mit einer Exponentialfunction: 





ah“ 
de -5 
lim, Ye ur 
En 
Be - | _x 
Es ist Jarlim,_. 2 — offenbar stets Null, da lim,_, —, für jeden end- 


lichen Werth von x Null ist. Führt man die Integration aus, so findet man 
aber, dass das Integral Null ist für O<u<-1, für «=1 den Werth 1—e”“ 
erhält und für 1<u<Zx gleich 1 wird. 

Endlich sei: 











ah“ 
eh ’ sn + sınz 
/®e, h)de = J REIN... arg dx. 
() 0) 
Man hat: 
ah“ m 
S sim + ale sına 'sinz 

E dx _ fra — dt x 


0 0 


ah” 


woraus man erkennt, dass lim,_. /P(e, h)d« für O0<u<£1 den Werth 4n 





hat, für «=1 gleich In+/ — de ist und für 1<u<» gleich ı ist 


und bleibt. 

In Fällen wie bei den drei ersten Beispielen kann man die unendlich wer- 
dende Grösse durch Substitutionen aus den Grenzen unter das Integral schallen, 
und so die Stetigvieldeutigkeit desselben auf solche der zu integrirenden Function 
redueiren. In Fällen wie beim letzten Integral (wenn es nicht zerlegt wird) 
würde dies nicht möglich sein, man würde es nicht mit Stetigvieldeutigkeiten. 
sondern mit Unbestimmtheiten des Arguments zu thun haben. (S. Anhang.) 


Anhang. 


Erläuterung des Unterschiedes zwischen Unbestimmtheit und Stetigvieldeutigkeit 
durch ein Beispiel. 


Dass ich statt des nahe liegenden Ausdrucks „Unbestimmtheit* den 
schleppenderen „Stetigvieldeutigkeit* für die uns beschäftigende Singularität 
gewählt habe, geschah, weil dies in der That zwei verschiedene Dinge 
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sind. Wenn (wie sin — oder sin A für 2=0, y=0) eine Function 
Y 
einer oder mehrerer Variabeln für gewisse letzteren ertheilte Werthe eine 
stetige Folge von Werthen gleichzeitig repräsentirt, ohne dass es möglich ist. 
durch nebenher aufgestellte Bestimmungen diese Werthe zu trennen. durch 
zwischen den Variabeln festgesetzte Beziehungen einen oder doch eine endliche 
Zahl dieser Werthe einzeln zu erhalten. so ist die Function für das betreffende 
Werthesystem der Variabeln offenbar ganz unbestimmt. Wenn indessen wie 
in den bisher betrachteten Fällen die Unbestimmtheiten durch geeienete Sub- 
stitutionen in gesetzmässige Werthefolgen sich auflösen lassen, so liegt keine 
eigentliche Unbestimmtheit vor, sondern nur eine Vieldeuligkeit. An folgendem 


Beispiel zeigt sich der Unterschied beider Begriffe sehr deutlich. Wir setzen: 








RR 
RM y 
== . \= — . a a 
N 9, .- ® 
BI + 
zT 
Die Curve ®B,P; hat die Gleichung: 
2 Mail eh : a a un 
3=fl(e(1—-y),®y) Zr sin 7, Br de per 
N FRBHER SE 
7 re 4 


Für y=0 hat die Limitale keine Stetigvieldeutigkeit, dann aber jedesmal. 
wenn or — mn wird. Es fragt sich, ob es Relationen zwischen z und y 
giebt, vermöge deren man in den Stetigvieldeutigkeitspunkten der Limitale zu 


bestimmten Werthen von: 
1 


sın — 
Y T 


lim, 0, er ge 


sın — 


gelangen kann. indem wir vorerst dem Gliede n weiter keine Aufmerksamkeit 
schenken. Diese Relationen müssten die Form haben: 

y= mnzH+typ(z), 
wo (x) stärker Null wird wie x und von einem Parameter « abhängen 


kann, den wir jedoch nicht hinschreiben. Denn da vermöge obiger Relation 


y=mn ist, so führt sie zu den Stetigvieldeutigkeitspunkten der Limitale. Wir 
u BER 


sin I 
0) 


’ Y 2 
betrachten zuerst den Factor von f(z,y)———- Für y=mne+y(e) 
i T 


wird er: 
6 “ 
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mn-+ P (@) 
Pr. 1 


cosmrt 1 n; px) 
-— NS 7 ———— 


HN T 





Aus dieser Form geht hervor, dass er für = 0 entweder O0, oder von O und 


na: 


x verschieden, oder x ist, jenachdem lim, _,— 5- gleich ®, oder von O und 


x verschieden, oder O ist. Da nun sin— für = = 0 völlig unbestimmt wird. 


so ist zunächst: 


' ! —z 
lim | J sin — 
5 u. 
Yy x 
sın — 
x 





ai 


für yemaae+gx) gleich O oder unbestimmt, jenachdem für e=0 gleich x 


2 . ; . 2 ‚ p(x 
oder von OÖ und » verschieden ist. Der dritte Fall nämlich. wo lim, _. rw) ver- 
An 


: | 
schwindet, bedarf noch einer besonderen Betrachtung, da alsdann En ee. 
i (8) 


—sNn? 
” ® 














; : ' 2 R 
unendlich wird, und es sich fragt, ob lim sin— nur + ist oder 
x 


1 . , 2) 


sın + —— 


* > | [3 . “ . 1 . 
unbestimmt, welcher letztere Fall deshalb stattfinden kann, weil limsin — bei 
; T 


seiner Unbestimmtheit auch Null wird. 
Es handelt sich nur um den zweiten Factor rechter Hand in: 

















ah px u 
ysın — mn Bi ku sın — 
Mb vor An T 
Le ind cosmr 1 (z 
sin 4 g —sınt b 401 
T x Ah 
Wir setzen 
1 
— In+0d, 
wo /eine grösser und grösser werdende ganze Zahl bedeutet und d<z ist. Es wird: 
u 
BIER . \ 
x (—1)'sind 
u‘. (x 2) 
—sint- a +0)sin+ 2) 
I 
Wir setzen noch nen vw eu v)+(dw,(v,d). D = für v=0 


verschwindet, so verschwindet auch ENG nd EL 9) fürv=0. Wir er- 


halten nun: 
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2 
sın — 8 
: VSINnd 





— —/ Pe ws er ek Zu au ang Hr 
j ’ Ad-+ dv) sın | vw(v)—+ öw, (v,0 ] 





u (x 
—sınH ya) 
x 


A 
Da der sinus mit seinem Argument gleich stark Null wird. so werden sich die 


Grenzwerthe des Ausdrucks rechts nach denen von: 
vo 
vv) -+ dp, (v, 0) 

richten. Es sind Ö und v» von einander gänzlich unabhängige Grössen. Wir 
können, wenn v mit x verschwindet, zugleich Ö beliebig stark verschwinden 
lassen oder es auch endlich O<d<Zr lassen. Lassen wir Öd endlich. so wird 
der vorstehende Bruch für » =0 unendlich. Lassen wir d verschwinden, so 
kann er. wenn z. B. Ö stärker Null wird wie w und w,. Null werden und 
kann überhaupt jeden beliebigen Werth erhalten. 


Mithin ist für lim 7 —- = 





wi 
ysın — 
, x ’ 
limg-0,-, ——, y=mnztp(® 
sin 4 
x 
u 
ysın - 
dem Werthe und dem Zeichen nach völlig unbestimmt, und lim, _,, u — 
R ? 
sin 
T 


ist nur der beiden Werthe O0 und unbestimmt fähie. 
? Dan r . .. 
Da nun = für y=ox alle Werthe von @=0 bis «=» durchläuft, so 


haben wir im Ganzen folgende Grenzwerthe von f{xz,y): Es erhält 


u 
| ysin — 2 | 
lim .. 0,y „f(x, y) Zn lim, ),y—U) og 5 ge: 
sin | \ 
ib J 


für y= ex den Werth «& und durchläuft also mit « alle Werthe von O bis x. 
Ausserdem aber erhält lim f(x,y) für alle positiven ganzen Zahlen m und für 
y=mnctyp(x), worin g\x) stärker Null wird wie x, allemal den Werth mz, 


.._ o@(®) . } r ..op(x) u 
wenn lim #2 unendlich wird. Wird lim un von Null und unendlich ver- 





. 


schieden oder Null, so wird der vorstehende Ausdruck gänzlich unbestimmt. 
Die Function f(z,y) ist also für e=0, y=ÜO theils stetigvieldeutig. 
theils unbestimmt. 


Heidelberg, im Januar 1868. 


—E 
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Ueber die Transformation der homogenen Dif- 


ferentialausdrücke zweiten Grades. 
(Von Herrn E. B. Christoffel in Zürich.) 





1. 
F ührt man in den Differentialausdruck 
n a n 5 3 fr 
F= 29,082,08; 48-12. 


in welchem die Coeffieienten & beliebige Functionen der von einander un- 


abhängigen Variabeln z,, ©, ... x, sind, statt der letztern ein System von 
einander unabhängiger Functionen der neuen Variabeln &,,. ©, ... x, ein. so 


seht F in einen neuen Differentialausdruck 

F = Zw,02,02; 
über, welcher dem ursprünglichen vermöge der ausgeführten Substitution 
oleich ist. 

Sind umgekehrt die beiden Differentialausdrücke F und F’ gegeben. 
so kann man sich die Frage vorlegen, welche Bedingungen erforderlich sind, 
damit der eine in den andern transformirt werden könne, und falls dies möglich 
ist. welche Substitutionen die verlangte Transformation leisten. 

Wir bezeichnen für diese Untersuchung die Substitutionsdeterminante 
und die Determinanten von F und F’ wie folgt: 








+ ox 0%, On _ a 
00 0%, or . 
2 n 
in 
+ 91 VW uk Dun nn E, 
| ; r y 
+ WV;ı On u Yrdluı V un — E . 


Dann findet, wie aus der algebraischen Invariantentheorie bekannt ist, eine und 
auch nur eine Transformationsbedingung 

E'=rE 
statt, und diese würde auch für den vorliegenden Fall ausreichen, wenn die 
Coefficienten ® von F und die Elemente von r constant wären. Im gegen- 
wärtigen Falle müssen jedoch noch andere Bedingungen erfüllt sein, da nicht 


jedes System linearer und homogener Functionen von O2,, 02, ... OX,, 
welches an Stelle von Ox,, O0x;, ... Ox, gesetzt F in F’ überführt, die ge- 
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stellte Aufgabe löst, sondern nur ein solches, welches den Integrabilitätsbe- 
dingungen genügt. damit die Ausdrücke für Or,. 02;. ... Öx, vollständige 
Differentiale werden. 

Wenn allgemein F ein homogener Differentialausdruck von beliebiger. 
und F’ von derselben Ordnung ist. so finden ebenso für die Transformation 
von F in F', weil für die Differentiale lineare Substitutionen gelten, zunächst 
die aus der algebraischen Invariantentheorie entspringenden Bedingungsglei- 
chungen statt, und die zugehörigen Formen liefern. wenn die Ordnung von 
F grösser als 2 ist. im Allgemeinen völlig bestimmte Werthe für die Coefficienten 
in den Ausdrücken der ursprünglichen Differentiale durch die neu einzuführenden. 
Aber diese Coefficienten müssen noch den hinzugehörigen Integrabilitätsbe- 
dingungen unterworfen werden, wobei die Eigenschaft der zugehörigen Formen. 
unmittelbar nicht die directe, sondern die transponirte Substitution zu liefern, 
wesentlich in Betracht kommt (vergl. art. 10). 

Vereinfachungen dieser Art finden für die homogenen Differentialaus- 
drücke zweiten Grades nicht statt, da sich für dieselben aus den algebraischen 
Bedingungen nur eine Invariante und eine zugehörige Form ergiebt. Ich 
werde daher im Folgenden die Hülfsmittel auseinandersetzen. mittelst deren 
dieser auf den verschiedensten Gebieten so wichtige Ausnahmefall sich erledigen 
lässt, und bemerke nur noch, dass über den Fall, wo F = O2) + 0254 0r; ist. 
ein ausführliches Werk von Herrn Lame existirt (Theorie des coordonnees 
curvilignes), während die gegenwärtigen Untersuchungen ursprünglich durch 
die Ausdehnung des Problems der aufeinander abwickelbaren Flächen auf 
Gebiete von » Dimensionen veranlasst worden sind. 


2. 


Bei der Untersuchung der Bedingungen, welche für die Möglichkeit 


der Gleichung 
1.) Zw,02,02%, = Zw,02,0z;, 


erforderlich sind und hinreichen, werde ich mich auf den Fall beschränken. 
wo die Determinanten E und E’ dieser Differentialausdrücke nicht identisch 
gleich O sind. Die neuen Variabeln x’ werden als die unabhängigen betrachtet 
und ihre Differentiale constant angenommen. 

Ersetzt man nun jedes Öx, durch Ox,+0dzx,; und bezeichnet die den 
Differentialen dx, entsprechenden Zunahmen der ursprünglichen Variabeln x 
ebenfalls durch dx, so muss in (1.) allgemein dx durch öx-+ dx ersetzt werden. 
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Führt man alsdann beiderseits die Quadrate und Producte aus, so ergibt sich 
nach Beseitigung übereinstimmender Theile 


(2.) =Zw,02,0%, = =2w.02,02;. 


Vergleicht man hier die Üoeflicienten von Öx,, so folgt 





Wi Js, = E00, 
ÖL. 
und hieraus 
Ar \ \ ! — E.»} OT; 
| 3.) Oz, — B V— N —— A) u 
gik E C a F 


wo E,, in bekannter Weise die aus einer Aenderung von w,, (nicht von w,,) 
entspringende Unterdeterminante von E’ bedeutet. 

In der Gleichung (2.) lasse man nun jedes x’ um sein Differential 0x’, 
in 1.) dagegen um dx’ wachsen, wodurch die Differentiale zur Rechten nicht 
veändert werden; dann folgt: 


EZ w,0 2,0% + 300,02,00%,4+ :w,0r,008, = F0w,0r,0t,. 


20w,02,0% +2:!w,02,008% = Z0w.,0x,Or,. 
Dividirt man die zweite Gleichung durch 2 und subtrahirt sie von der vor- 
angehenden, so folgt 
0,0202, + 200,02,08,—1 
— F09,02,0%,— 4 20w,0r7,0%,. 
Wird nun zur besseren Uebersicht 


| 09.4 In Ws i 
2 ee ee] 
“Lor OX 0X; k 


5.) Pr e [”) Fan Son _ ” Pr}: [*) 
Ber k k COX 


folgt. und dieselbe Bezeichnung bei der transformirten Form benutzt, so er- 





oeseizi, woraus 


giebt sich 


a) . nn dl [a [a \ aß 
(6. Ss VO LT, dr, +2 |, lea. 0x0, — =, [% li ÖL, Ox5 dt}. 
iX srl a 


Hier ersetze man dx, durch seinen Werth aus (3.), wodurch die rechte Seite in 





aß Es, or; 
A löz.öx, 5 w. —- —- da, 
aßh h ß zik E' OT k 


or 


übergeht. Durch Vergleichung der PFEREONN von dx, folgt also 


f ıl nn n. 
Z0,0%+8|, |ös,öe: z= =, VW. —— ra 


- due 











Christoffel, Transformation der homogenen Differentialausdrücke zweiten Grades. 49 


Diese Gleichung multiplieire ich mit u und summire über die Werthe von #. 


Wird alsdann 





” x | A Er 2 dl) 
k Lk E (r) 
geselzl, woraus 
. 2 li) (vl 
8) I =, 
Ip) Ip 


folgt, und die gleiche Bezeichnung bei der transformirten Form angewandt. so 


ergiebt sich 


9 vl. £ u jap’ ox . . 
07,7=),(008L = <<, _ı\ 08,0%; 
! . { “N ‚ ! \ m & be) 
iz aeg! or, | 


woraus offenbar auch rückwärts die Gleichung (6.) folet. und es wird hier- 
nach für alle Werthe von e, 5 und r: 


’ 





z \ 2 ; EW; 

a, u & L OL 2 2. 
ee et 
4 or 02€, ir) or 6x tıA) © 

2 i? (X P Ä 
n(n-+-1 





Diese Gleichung liefert —— —— Gleichungen für jedes r, also im Ganzen 


ein System von ER simultanen partiellen Differentialgleichungen zur 
Bestimmung der gesuchten Substitution. Sind dieselben befriedigt. so sind 
selbstverständlich die Integrabilitätsbedingungen für die linearen Ausdrücke der 
ursprünglichen durch die neuen Difllerentiale erfüllt. 

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr beträchtlich. wenn alle Co- 
efficienten » der ursprünglichen Form constant sind. indem in diesem Falle, 
aber wegen (7.) 


+ verschwinden. Man erhält alsdann für jede ursprüngliche Variable ein 


und (9.) auch nur unter dieser Vorausselzung, alle Ausdrücke 


d 


System von linearen partiellen Differentialgleichungen, und für alle Variabeln 
das nämliche System. Das gleiche Resultat hat Herr Lame für den von ihm 


behandelten oben erwähnten Fall gefunden. 


3. 

Wenn es nicht möglich ist, die ursprünglichen Variabeln x als Funetionen 
der neuen =’ so zu bestimmen. dass die Gleichungen (9.) befriedigt werden, 
so ist die Transformation von F in F’ unmöglich. da diese Gleichungen sich 
mit Nothwendigkeit ergeben, wenn die Möglichkeit dieser Transformation vor- 
ausgesetzt wird. 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 1. 
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Sind dagegen die Gleichungen (9.) auf irgend eine Weise erfüllt, so 
wirft sich die Frage auf, in wie weit sie zum Rückschlusse auf die Gleichung 
I... d.h. auf die Formel F=F’ berechtigen. Um dies zu untersuchen. führe 
man die vorausgesetzte Lösung der Gleichungen /9.) in F ein. woraus 


rv <” ‘ «‘ / 71 
I! — —— U) 1 ( E ( ; zu 2 


ıı N) 


folgen möge. Dann handelt es sich darum, welche Beziehungen zwischen den 
entsprechenden Coeflieienten von F’ und F’ stattfinden. 

Nun sind die Gleichungen (9.) nichts anderes als eine idenlische Um- 
formune der Gleiehune (6.). aus welcher sie selbst foleen. und welche sie 
auch rückwärts nach sich ziehen. Geht man aber, statt von F=F’, jetzt von 
F—=F" aus. so liefert die Rechnung des art.2 statt des Ausdrucks, welcher 
dort auf der rechten Seite von (6.) steht. den neuen Ausdruck 

. [7] 


P OL,OL,OK; , 
anf h - 


W) 
i 


und dieser muss dem ursprünglichen gleich sein. Also ergiebt sich allgemein 


[ ri | ad y’ 
| Bu; Fr IE 
woraus wegen 5.) 


K w oWw, h 


or OL 


für alle Werthe von g, h, % folgt. Die entsprechenden Coeflieienten von F” 
und F’ unterscheiden sich demnach nur um additive Constanten. Damit diese 
Constanten verschwinden, reicht es aus, dass irgend einmal F" = F’ werde, 
mit anderen Worten. dass die Lösung der Gleichungen (9.) den aus der Glei- 
chung 1.) hervorgehenden Transformationsrelationen 

OX; 0% 


10), Zw. I = We 
| u 0%, OL 3 





für irgend ein specielles Werthesystem der neuen Variabeln Genüge leiste. 
Wir haben also den Satz: | 
Wenn es möglich ist, die ursprünglichen Variabeln &,, X, ... x, als 
Funetionen der neuen Variabeln ©. X, ... x, so zu bestimmen, dass das 
(rleichungssystem (9.) befriedigt wird, und man unterwirft diese Functionen 
noch der Anfangsbedingung, dass sie nebst ihren ersten Derivirten für 


irgend ein specielles Werthesystem der neuen V ariabeln den in der Gleichung 


FF enthaltenen Transformationsrelationen Genüge leisten, so finden diese 
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Transformationsrelationen und mit ihmen die Gleichung F=F für alle 


Werthe der neuen Variabeln stalt. 
Daraus folet. dass die in (1.) enthaltenen Transformalionsrelationen durch die 


Gleichungen (9.) bis auf die ihnen zu eninehmende Anfangsbedingung über- 
llüssig gemacht werden. sobald die letztern mileinander verträglich sind. 

Das Gleichungssystem (9.) enthält also, seine Möglichkeit vorausae- 
setzt, bis auf die erwähnte Anfangsbedingung die sämmllichen für die 
Transformation von Fin F' nothwendigen und ausreichenden Dedingungen, 
und ersetzt hiernach gleichzeitig die algebraischen aus |1.) hervorgehen- 
den Transformationsrelationen und die kinzugehörigen Integrabilitätsb: din- 


gungen. 


A. 

Für die Möglichkeit der Gleichuneen (9.) sind neue Integrabilitätsbe- 
dineungen erforderlich, zu deren Herleitung wir jeizt übergehen. Um zugleich 
den Nachweis zu führen. dass diese die Gleichungen |.) nicht rückwärts nach 
sich ziehen, betrachten wir stalt der letztern das System. welches in einer 


der folgenden Gleichungen enthalten ist: 


oO” Z  ) yh ! , ] a) > % Se a 

— 4 " (u,u: I. 
\ N — N E \ iM, N Be zz - \ fi ) 
Or. 02 1 ‚rA4 @n 
(y' 

( . gi l ‚yay 1a } 
— 3) Jun, = 2), |4 
02,04 i\ Tr / j / 0 


u, 


99 


esetzt sind, während wir für die höhern Derivirten die gewöhnliche Bezeich- 


nung beibehalten. Aus dem Vorstehenden wird also das System (9.) erhalten. 
. . | ’® . 
indem man die Grössen Br ,) alle gleich O setzt. 

77 


Die in Rede stehenden Integrabilitätsbedingungen werden erhalten, wenn 


man die erste Gleichung (9'.) nach ®,, die zweite nach x; dilferentiirt und 


die Differenz bildet. wobei die dritte Derivirte von x. weefällt. Beachtet 


r 


man, dass auch die Glieder, welche eine nach x; und x, genommene zweite 


Derivirte enthalten. sich wegheben, so folgt: 
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nfghl ge 
y* ’ ar 9 3wR;,. 
m ak AA 5... a „iph\ on np pi Om ,; 
pP. Fr = U Us U, T \ SIERT Ua War ar" 
gt ’ c Li © W772 ph OLa OL, p OTL« OXB 
4 EW/ ! 
ayepı a3 ay 
Bas. .i Z ir 
Ra" Em ib, AN wre our ya) On 
— Ser Fu 3 Ey Fr a nat a, 
1 Or, 0x3 A 0X, 0X, / OX,0Xg 
in AR 
8 
| ‚ad Kat 
OL, 0x3 


Daraus geht zunächst hervor, dass die Integrabilitätsbedingungen für das 
System (9.) genau die nämlichen sein werden wie für die ursprünglichen 


Fe u j Mm r ’ 
Gleichungen (9.). sobald die Grössen (13) dem folgenden Gleichungssystem 
Genüge leisten 


| vr | (ph\ EM p 
\ mr (dur pi aß u, 


32.) R 
[= 2 ziT („)-2% ar) in + ur _ ar) 


welches sich leicht in eine symmetrische Form setzen hi 








Ich setze nun voraus, dass diese Bedingung für alle Werthe von r, 
ce, 5 und y erfüllt is. Werden alsdann in der vorangehenden Gleichung für 
die zweiten Derivirten ihre Werthe aus (9’.) eingesetzt, so folgt: 


ä \gh) BRLLL 
5 (n I us u‘ u, 
Shi or, dan B 


+ Pl \ayı' »_ it N ug vipil,; 1 \gh) s 
ir, (E15 (Wi < | Us u, 21219 u Spy u; 





4 JE N | 
Oo Ir ! 'e \@) | 
u AN 4 i 
— . a U) 
) Or, OT 9 


4 2)”, \ 3 | u) — z|7\(z! (u Pa). 


Fra pi pt 


Hier heben sich alle Glieder weg, in denen das u aus zwei Derivirten 


u 


u 


| z je} v (yAl,r 


a vorkommt: vereinigt man die übrigen Glieder, indem man rechts 4 mit « 
vertauscht, so folgt: 








y © I k; im) > [5 ||?) pi) [set] Ela 
(19) | a or, or, tp\try ptr)l may 
ap ; | 
hi >) 1% Er = He er up) ” 
2 Zr N U Ze TERN Bu 
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Wir haben also das folgende Resultat. 
Das Gleichungssystem, welches aus (12.) hervorgeht, wenn für r, 
a, B und y alle Werthe von 1 bis n eingesetzt werden, enthält alle für 
die Möglichkeit des Systems (9.) erforderlichen Integrabilitätsbedingungen. 
Aber es kann die Gleichungen (9.) nicht ersetzen, indem aus ihm rückwärts 
nicht diese, sondern die allgemeinern Gleichungen (9.) folgen, in denen die 


Pr . vg. m I» \ v ’ 
unabhängigen Glieder # 3) dem Gleichungssystem (11.) Genüge leisten. 


- 


J). 


Die Gleichungen (12.) müssen für die weitere Untersuchung durch ein 
anderes, gleichbedeutendes System ersetzt werden. Ich multiplicire für diesen 
Zweck mit &,,a, und summire über alle Werthe von % und r. Es ist klar. 
dass die hieraus folgenden Gleichungen auch wieder zum System (12.) zurück- 


führen, wenn man. nachdem die eben bezeichnete Summation wirklich aus- 





ox, E 
. . . h) vol . u . . » \ 
geführt ist, mit Ze multiplieirt, hierauf zuerst nach d, dann nach / 
O « u 
.. l 4 


summirt und zuletzt o=r setzt. 
Bei der angegebenen Operation geht die Gleichung (12.), da wegen (10.) 





” re. 4 
ZW,;U N) = W35 
ist. zunächst in 
|% o|*| } i\ (pl 
It REIN N EI, in. = |?1%, ıypı) _ygelyph | 
Fi ällrı W ,; dr, OH, | > | p \ Ir \ Ip\ Ir 
ae alaer! 
- Zul, (AN AN +z[jeeY {er 1er} #?\ 
Bm Or, 005 BMITZEZZzER IErRTZ 


über, so dass die noch rückständigen Reductionen für beide Seiten der Glei- 
chung die nämlichen sind. Nun ist nach Gleichung (7.) 


z l 
>77 \ghl __ 4 


u r \ 


also wird die auf der linken Seite nach r genommene Summe 





i] [E] zw 
Lk _yN \gh\ O9yr _ _IkI , yImMCOR , y SER] = SR |} 
os, Ip) om Oo ron "Ti\lpila tp\Lk4/? 


wenn in den beiden Summen, welche Derivirten von » enthalten, p statt r 
gesetzt wird. Ferner ist nach (9.) 
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Oo [?]- » | O9; | ["P] ’ ["") 
or; Kk3'.LpPJ’ er LEI! p,' 


also 
[#]- ( Op _ | 2. Er 2 Ihr 
RR _ or; | p4’ OXH Die. p4J’ 


und die in Rede stehende Summe wird 


2[%] | a 
? ILR_ & B l; ah x (| FL ) ” ) gl ) | nn \ 
I . J 


2. or, Ipı\LpJ tpıLp. 


Diesen Ausdruck bezeichne ich von hier ab durch (gkki),. so dass. wenn die 


« AT h ni A . -- \ > 
Grössen in. 5 mittelst der Gleichungen (7.) weeoveschafft werden. 
IE g | Be Ä 


) r | " J I# get hk7 ghifık" 
3.) (gr FH: al-12 la): 


oder wenn man die Derivirten ausführt, 


\ gihi | - -. euer de —., 


> . 
= \om10X OX50%, , 0m OX% OL. 0X? 


14. 
LS E p f | gi 1 % vs gh If tk \ 
a Eee a PJ/ 


wird. In Foloe dieser Bezeichnung, welche wir auch für die transformirte Form 
benutzen. nehmen die Integrabilitätsbedingungen (12.) die folgende Gestalt an: 


/ - ı I) . p / 1 
15.) ddr) = L(gkhi)wu;u,u;. 


ofırf 


Für dieses System von Gleichungen gilt das nämliche Resultat wie für die 
Gleichungen (12.), dass sie das vollständige System aller zu (9.) gehörigen 
Integrabilitätsbedingungen bilden, aber nicht die Gleichungen (9.), sondern das 
allgemeinere System (9.) unter Vorausselzung der Relationen (11.) nach sich 
ziehen. also die zu (1.) gehörigen Integrabilitätsbedingungen nicht ersetzen. 
Die Coeflieienten im vorstehenden Formelnsystem haben folgende Eigen- 

schaften. Vertauscht man in (19.) © mit h, so folgt 

16°.) (gkih) = —(gkhi). 
Vertauscht man in (14.) g mit k, so folgt 

16°.) (kghi) = —(gkhi) 
Vertauscht man in (14.) g mit ö und zugleich % mit %k, so ändert sich auf der 


rechten Seite wegen E,.=E,; nichts, und es folgt 


(ihkg) = (gkhi) 
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oder 
16°. higk gkhi 
Endlich erhält man ohne Weiteres 
16°. gkhi)+(ghik +(gikh v0. 

wobei zu bemerken ist, dass diese vier Formeln auf eine der voraneehenden 
zurückführen, sobald sich unter den Zahlen ghik zwei gleiche befinden. 

Mittelst dieser vier Formeln lässt sich die Anzahl der in 15.) enthal- 
tenen und wesentlich voneinander verschiedenen Relationen leicht bestimmen. 


Zunächst sind wesen a.) und (b.) alle Fälle auszuschliessen. wo © 


N I a» IQ \ 2 Iın! in a - 
oder 5 =} Ist, sowie diejenigen. weiche durch Vertauschune von «& mit d 


oder von 9 mil 7 folgen. Für od sowie für 5y sind demnach nur Com- 
binalionen ohne Wiederholung der Zahlen 1. 2....» zu nehmen. deren An- 
n(n—1 
zahl gleich — —— = m, ist. 
Jetzt zerfallen die Ausdrücke (@d/57) in drei Gruppen, die erste von 
n, Ausdrücken, welche der Voraussetzung ed = /y entsprechen, die zweite 
n,(n, — 1 a : u a. zu h 
von ————— Ausdrücken, in denen «ed nicht gleich 57 ist. während die dritte 


‘) a; 


Gruppe von gleichviel Ausdrücken, welche sich aus der zweiten durch Ver- 


lauschung von «d mit /5y ergiebl,. wegen (c., auszuschliessen ist. Also er- 


n,(n,-+1, r er 
halten wir wegen (a.), (b.) und (e.) nur —— Ausdrücke (0057 
Da aber jede Gruppe «d/7, in welcher keine Zahl mehr als einmal 


vorkomm!. eine Gleichung (d.) liefert, so lassen sich im Ganzen 


n, san — I) (n—2) n—y9 
von den eben erwähnten Ausdrücken dureh andere darstellen. und es bleiben nur 


| 1 
2 In 12 


von einander wesentlich verschiedene Ausdrücke («dpy) übrige: dies ist dem- 


nach die Anzahl der Gleichuneen /15.). soweil sie nicht auseinander foleen. 





. « . - . st 1? 11 ° ° 
Die Anzahl der Gleichungen (10.) ist —— ; addirt man dies zur 
vorstehenden Zahl, so erhält man 
n(n-+1} u (an — I on n-+r)(n I’n(n—.: 
TG DE EEE ’ 


und es ist demnach für »=2 die Anzahl der Gleichunsen /10.) und (15. 
kleiner als die Anzahl »’ +» der in ihnen vorkommenden Unbekannten. nämlich 
der ursprünglichen Variabeln und ihrer ersten Derivirten, für »=3 ist sie 


dieser eleich und für n > 3 ist sie grösser als die letztere. 
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6. 


Ebenso wie die Gleichungen (10.) als Transformationsrelationen zur 





Gleichung (1.) oder (2.) gehören, so sind auch die Gleichungen (15.),. wie aus 
ihrer Form hervorgeht, die Transformationsrelationen zu einer Form vierter 
Ordnung. Bevor wir zur Herstellung dieser Form übergehen, werden wir 
nachweisen. wie man allgemein aus den zu irgend einer Form gehörigen 
Transformationsrelalionen mittelst der Gleichungen (9.) zu den Transformations- 
relationen für eine neue Form gelangen kann, deren Ordnung um Eins grösser 
ist wie die Ordnung der ursprünglichen Form. 


Sei 
Y x ’. . n E « - . 
(7, = (Üb...1,) 08, 08,--.. 0X, 
det, l 2 u 


eine aus den Coeflicienten von F abgeleitete und in den Differentialen Or, 
1 


0x%,...0x u-fach lineare Form, @, ihre transformirte, mithin allgemein 


u 





/ \f 7 . “ . \ . f 
(&0:...,) = R (ıl2...2,) U Un, U, > 
tee, - e 
wo wie bisher 
or, 
A 
OLa 


zu setzen ist. Differentiirt man nun nach x,, so folgt 








P \J r + . . 
0(8.0,...Au . DL, "u > 
— = > DIR RE u ...u, -+P, 
OLz Öunnl Or, I 
o’x u 
>» v fa» . \ Fe u / 
P= E (kü...i,) ——uU...u, 
2 er ul: 7 2 L 
Abt, OLaOLa, ; 
- x u oh T; tu 
y P UG tu) u Ba Aula U, gemin 
At OLa«OLa, 


Setzt man nun in P für die zweiten Derivirten ihre Werthe 





em pr u LE BG 
Pr u a. AN Hala, 
Ola Or,. 1 J LIze vw) 





ein. so erhält man für P eine Differenz U—Y, wo 


4 i 
” a, a} a0“ . 2 \ Fi 
U— EZ) 5 Gi)... 
! r \ . \ 4 UM, 7 Ür a, 
’ \ Alyunıt,, { 
' ? 
1 war LO 5 Ya gl er 
\ -- ! r Fe her 0, ) Un Urrı Un, | 
re 


2 ! 
w 10404 E J AG, r \ i 
_ z|| N (ro...) + a ur...0 +] 


r Ir ) I‘ My 
und 
; je 
‚ Gi! ui ra; a,) Dr. ] 
= us... wer ne (dd Beer 
Fus Souaa aiae Bir ur u, 
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ist. Führt man den hierdurch bestimmten Werth von P ein. und brinet U 
auf die linke Seite der Gleichung. während auf der rechten alles unter ein 
Summenzeichen gebracht wird, so ergiebt sich folgendes Resultat: 

Unter der Voraussetzung, dass alle Integrabilitätsbedingungen erfüllt 


„sind, erhält man aus jedem vollständigen System von Transformations- 


relationen u Ordnung 
17.) (a...) = 23 (a... 
lı. tu m 
ein neues vollständiges System von Transformationsrelationen u -- 1 
Ordnung 
h \ u #90 . "u 
17. (88,0) ee: Ei. Ye. 
di, ECT zu 
wenn man 
I ie ed | 
f . +++ u) mer or, u; ! 2) \ BADER E FT N N 7 \ Iı vo 


setzt und diese Bezeichnung auch für die transformirte Form benutzt. 
Mittelst dieses Satzes kann man aus einer Gleichung G,=@, eine Reihe 
ähnlicher Gleichungen @,,,=@,.1. @u» = @,uz2., U. Ss. w. ableiten, bis man 
auf identische Relationen oder solche kommt, die aus früheren zusammen- 
veselzt sind. 
Der erste Fall tritt bei der Function F selbst ein. Nimmt man nämlich 
d%)=Ww,;,,, SO Wird 


6,5, 
00;;, ‚fiv) ‚s®,) 
ua) = —. | 2 4,7 9; 
} ö OT; 4 v , 


a > | 773 r ] | it, 
—— ur . Er . N 
OXx; t, u 4 


nach einer in art. 5. benutzten Formel. und dies ist wegen Gleichung (5. 
steis gleich Null. 


% 


Wir gehen nun zur Darstellung derjenigen homogenen Form @, über. 
zu welcher die Gleichungen (15.) als Transformationsrelalionen gehören. Die- 


selben lauten 
°o% 0% 0% 0x 
7 J f } y .. . . . 3 tı L, 
18.) 00,00 ) == u ee ee een. © En . 
i " \ En ur ie te ox, 0x 0x 02, 


X] Ua 


und es ist wegen (16.) 


ie EEE» ww we 2 u . .. JE . . .. Eu .. . “ 

(19) Gh) = — (ih), (ray; = — (tt, ıl;). Itz0l,, — 22,2,0; . 
\ . . .. . . jv. . * \ | #- . . . ie () 
| U) + + ii) =V. 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 1. S 
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Wir multiplieiren die Gleichung (18.) mit Ox,dx, Dx,4x,,, unter Ö, d, D, 4 
verschiedene Differentiationszeichen verstanden, und setzen 
23 (iii) Order, De, A, = 5; 


FR 
dann folgt aus (18.) durch Summation über alle Werthe der « 
Ga = G. 

Hier ist also @, eine quadrilineare Form der Variabelnsysteme Or, dx, Dx, Iz, 
welche alle derselben linearen Substitution unterworfen sind. Aber diese Form 
ist wegen der Eigenschaften ihrer Coeffiecienten eine sehr specielle. 

Vertauscht man ö mit ö,. was nichts ändert, da beide die gleichen 
Werthe durchlaufen, und ersetzt dann (?,8,i,) durch — (ii,öi,), so folgt, dass 
@, nur sein Zeichen ändert, wenn Ö mit Ö vertauscht wird. Nimmt man für 
ii, nur die Combinationen ohne Wiederholung, so folgt 

G, = Z(iüii,) (Order, — Or, dz,) De, I, 

Das Gleiche ergiebt sich für D und Z/, wenn i, und i, vertauscht werden, und 
es folgt 

20) G, = 'Zliihüi,) (Ox,dr, — Or, 0a) (Dx,Ax,— Dex, Ie,), 
wenn der Accent am Summ&nzeichen bedeutet, dass sowohl für öö,, als für 


n(n—1) 


—- Combinationen ohne Wiederholung der Zahlen 1,2, ... 





ii, nur die 
£ > 2 


seselzt werden dürfen. 

Vertauscht man nun ö mit ö, ©, mit ö, und wendet die Gleichung 
(izii,) = (iii) an, so folgt, dass @, ungeändert bleibt, wenn allgemein 
e2,02,— 0xr,dx, mit Da,4Jx,— Dx,4Ix, vertauscht wird. Gleichwohl darf man 
nicht D= 6 und /= 0 oder eines von beiden setzen, weil sonst die Coef- 
fieienten (ii) und (ii,8ö,) oder, was dasselbe ist, (öi,%,%,) und (iiz%i,) nicht 
mehr von einander getrennt bleiben, sondern zu ihrer Summe vereinigt wer- 
den, mithin aus @,= @, nicht mehr alle Transformationsrelationen (18.) her- 
vorgehen können. 

Die letzteren ergeben sich auch aus den Formen 

H,= Z(iüii,) 0x,dx, Dax, Ix, = Z(iihi,) 0x, De, Az, de, , 


J, = Zi) Order, Da, Iz, = (ii ii) On, In, de,De,, 


welche aus @, durch cyklische Vertauschung von d, D und 4 hervorgehen. 
und es ist wegen (19.) identisch 


@,+H,+ J; =. 
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8. 
Ich setze nun voraus, man habe nach art.6. aus den Coeffieienten (i,6,,,) 
von @G, neue-Ausdrücke (ii, ö,,i,) abgeleitet und mittelst derselben eine in den 


Differentialen Or, Ox, Or, Ox, ©x fünffach lineare Form @. vebildet. Ebenso 
l 2 


3 Bi 


sei aus @, auf demselben Wege eine sechsfach lineare Form @,. aus dieser 
eine siebenfach lineare @- abgeleitet worden, u. s. w.. bis man auf Formen 
kommt, deren Coefficienten entweder verschwinden oder auf frühere Formen zu- 
rückführen. Dann ergiebt sich das Gleichungssystem 
A) Fer, 40, KaG, :.., 

und es geht aus dem Vorangehenden hervor, dass für die Möglichkeit der 
ersten von diesen Gleichungen die Möglichkeit aller übrigen erforderlich ist. 

Damit aber die Gleichung F=F’ möglich sei, ist erforderlich und 


hinreichend, dass die entsprechenden Transformationsrelationen 


\ / 4 v . .\ r 
(F) (0,0%) = Z(üi,)uı ui: 


für (ik)= w,, und zugleich die Integrabilitätsbedingungen 


ou‘ ou', 
[24 pP 








\ B 1 
\ . 
\ J 


0%3 Ola 
erfüllt sind. Denn wenn beide Gleichungssysteme erfüllt sind, so giebt es 
rn Functionen o,. ©, ... ©, der Beschaffenheit. dass die Gleichungen (F.) durch 


die allgemeine Annahme 





or, 
= — 
02, 
befriedigt werden, und die Substitution &,=v, m =, ... 2,=v, leistet 


dann die verlangte Transformation von F in F". 
Damit die Gleichung @, = @, möglich sei, müssen die Transformations- 


relationen 
f Y f \ ! . * . .\ 2 1, i, ü, | ty 
(G;.) (0,0030,) = & (üb) un ur, ur ur, 


er 
und die Integrabilitätsbedingungen (B.) erfüllt sein. 
Ebenso müssen diese letztern neben den Transformationsrelationen 


f Y / ! 2 y .. .\ = t, f 
(G;.) (en... a) = EM ET: 


Bi 


erfüllt sein, damit die Gleichung @, = @, möglich sei, u. s. w. 

Dies festgestellt, würde die Transformation von F in F’ schon dann 
unmöglich sein, wenn die verschiedenen Systeme von Transformationsrelationen 
(F.), (G,.), (G;.), (@,.), u. s. w. algebraisch nicht mit einander bestehen könnten, 


abgesehen von den nothwendig hinzuzufügenden Integrabilitätsbedingungen (B.). 
ie) * 
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Ich setze daher, indem von den Gleichungen (B.) gänzlich Abstand 
senommen wird, voraus, die verschiedenen Systeme von Transformalions- 
relationen,. deren Herleitung und Aufeinanderfolge oben festgestellt wurde. 
seien algebraisch erfüllt; dann handelt es sich darum, ob die Integrabilitäts- 
bedingungen (B.), vermiltelst deren aus F= F’ alle übrigen Gleichungen (A.) 
folgten, überllüssig sind oder nicht. 


9. 


Um diese Frage, welche der Kernpunkt des ganzen Transformations- 
problems ist, zu erledigen. will ich zur Vermeidung überllüssiger Rechnungen 
die hier erforderlichen Schlüsse zunächst unter einer bestimmten Voraussetzung 
darlegen, welche keineswegs festgehalten werden soll, und dann erst zur Be- 
handlung der Frage in derjenigen Form übergehen, in welcher sie gestellt 
werden muss. 

Ich will also voraussetzen, 1) dass die Unbekannten x und « beispiels- 
weise durch das Gleichungssystem (@,.) vollständig und ohne Widerspruch 
bestimmt sind. und dass 2) diese Werthe der Unbekannten auch dem folgenden 
Gleichungssystem (G,.) genügen. 

Nimmt man nun von den Gleichungen (@,.) die Derivirte nach &,, so 
folgt ein Gleichungssystem 


(a, 0,0,@,)' olii,ii,) 0m 5 
,0,0,0, ” (ev, 028, i | 
. er : IRRE R > 4 2 N Ur ... us I, 





OL, bene or; OL 
BE. 
v a» . . da 
(GG) Il = 2 (iz) —-W,UR Ur 
} Alotzby OLa 
N ME... ; 
1 v . ao . la 
+ (ul;i,)ui, —- wu 
\ id, disk, 


[#4 


In Bezug auf dieses System ist zunächst festzustellen, was aus unserer ersten 
Voraussetzung folgt, dass durch dasselbe die Werthe aller Derivirten 








u 
or; Ua, 
Br  ’ SR 
OL« OL« 


völlig bestimmt sind, d. h. dass das System (G;.) eine der Anzahl dieser Un- 
bekannten gleiche Anzahl von Gleichungen enthält, welche in Bezug auf jene 


von einander unabhängig sind, und keine Gleichung dieses Systems mit andern 
im Widerspruche ist. 
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Setzt man nun 


or, ; 
—— uU, = ( 
n. & 


OL 
, ‚ 2 : 
@, ı%,) i. aa,‘ _; EN 
OL.« IR e ”. r Ü; 


} i ) ia. 
so sind ( )=9 ( )=@ die Gleichungen, mittelst deren in art. 6. aus den 
& ’ \00, 
vorstehenden Gleichungen (@,.) die soeben als die Unbekannten dieses Systems 
bezeichneten Derivirten weggeschaflt wurden, wodurch jene in die Gleichungen 
(G,.) übergingen. 

Schafft man statt dessen diese Derivirten aus den Gleichungen (@,. 
mittelst der vorstehenden Formeln weg, so erhält man auf der rechten Seite 
. . « . N 2 ® r ® T . | 
einen in den Grössen ( > ( ) linearen Theil U,. der sich von der ur- 

& aa.) 


or, 


sprünglichen rechten Seile von (@,.) nur dadurch unterscheidet, dass 
OL 


(£ 





a u 

4 ou 2 

N ug, l. . . = . 1° > 

durch ( } — durch ( \ ersetzt ist. Die übrieen Glieder heben sich 
a)?’ x, a0, , | 


segen die linke Seite weg, da wir voraussetzen. dass die Gleichungen (G;. 
erfüllt sind. Folglich gehen die Gleichungen (@,;.) über in ein Gleichungssystem 
U, —— 0, 


welches aus jenen erhalten wird. wenn die Unbekannten durch 62}, Be 


ersetzt, und alle unabhängigen Glieder unterdrückt werden. 
Dieses System enthält also ebenfalls eine der Anzahl der Unbekannten 


N 2 nd W . . » . 
( gr ( ) gleiche Anzahl von Gleichungen, welche in Bezug auf jene von 
a) aa,/ ? en e 
einander unabhängig sind. Folglich können diese Gleichungen nur dadurch 


u a i J. 
befriedigt werden, dass man allgemein („)= 0; [> )=®, also namentlich 


für jedes © und « 





setzt. 

Wenn daher die Gleichungen (@,.) allein alle Unbekannten völlig be- 
stimmen, und die ihnen genügenden Werthe derselben auch die aus (@,.) 
fliessenden Gleichungen (G,.) befriedigen, so sind alle Integrabilitätsbedingungen 
erfüllt, so dass bei diesen Voraussetzungen die Gleichungen (B.) überflüssig 
werden. 
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10. 
Es bedarf nach dem Vorhergehenden keiner neuen Rechnung, um ein- 
zusehen, dass diese Folgerungen auch noch stattfinden, wenn alle Unbekannten 


durch die Gleichungssysteme (@,), (@,), (@,), ... ohne Widerspruch völlig 
bestimmt sind und zugleich den Gleichungen (@,,,), (@,.1)» (@,,1),... Genüge 


leisten, welche sich aus diesen nach art. 6. ergeben. In der That folgt dann 
aus jedem System (G,) mit, Rücksicht auf (@,,,) ein Gleichungssystem U,—0. 
und es muss sich dann unter der Schaar von Gleichungen 
u u=06 9=%, 
eine Gruppe finden, welche ebenso viel Gleichungen enthält als Unbekannte 
vorhanden sind, und deren Determinante von Null verschieden ist. 
Zu den Gleichungen, aus denen man die ursprünglichen Unbekannten 
x und » zu beslimmen hat, gehören in erster Linie die Transformationsrelationen 
F.) selbst; sie unterscheiden sich von den übrigen ausser ihnen zu verwen- 
denden Gleichungssystemen, z. B. von den Gleichungen (G@,.) dadurch, dass 
die aus ihnen nach art. 6. abzuleitenden Gleichungen identisch erfüllt sind, in- 
dem sich für (dü)=w;;., (ü%)=Ö ergab. Folglich erhalten wir den Lehrsatz: 
Aus dem ursprünglichen Differentialausdrucke F leite man zunächst 
nach den artt. 5. und 7. die Form G, ab, und dann aus dieser nach art. 6. 
die Formenreihe G,, @;, u.s. w. Wenn alsdann durch die Transfor- 
mationsrelationen, welche zu den Gleichungen 
FE, a ar en 
gehören, die Werthe der Unbekannten x und u ohne Widerspruch völlig 
bestimmt sind, und die nämlichen Werthe der Unbekannten auch noch den 
Transformationsrelationen Genüge leisten, welche sich aus der nächst- 
folgenden Gleichung 
Gy41 u u 
ergeben, so sind zugleich alle für die Transformation von F in F' er- 
forderlichen Integrabilitätsbedingungen erfüllt, und es wird allgemein 


Di GE me 
OLa 
Durch diesen Lehrsatz, welcher in allen Fällen, wo er Anwendung 


findet, die Frage nach den Integrabilitätsbedingungen überflüssig macht, wird 


für die Anwendungen der algebraischen Invariantentheorie ein neues und frucht- 
bares Gebiet eröffnet. 
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In der That kommt bei der Anwendung dieses Satzes der Umstand 


nicht mehr in Betracht, dass die Grössen ©x, Oz, ... vollständiee Differentiale 
1 

bedeuten, sondern man hat F, @,, @;.... nur noch als algebraische homogene 

Formen mit den Variabelnsystemen x, ©x, ... zu betrachten. unter der 


Voraussetzung, dass alle Variabelnsysteme der nämlichen linearen Substitution 
unterliegen. 

Unter dieser Bedingung hat man nun, was aus rein algebraischen Gründen 
entschieden wird, die Reihe der aufeinanderfolgenden Formen F, @G,. @;.,.. 
soweit fortzusetzen, bis sie » absolute Invarianten und ebensoviel zugehörige 
Formen 7, liefern, von denen die ersten in Bezug auf die Variabeln x, die 
letztern überhaupt von einander unabhängig sind. Sodann hat man noch für 


die um ein Glied weiter fortgesetzte Formenreihe F, @,., @;, ... ein voll- 
ständiges System von Invarianten /, I,. ... zu ermitteln, welche in Bezug 


o sind. 


auf die Coefficienten dieser Formen von einander unabhängi 
Dann besteht das System aller für die Möglichkeit der Transformation 
von F in F’ erforderlichen und ausreichenden Bedingungen in den Gleichungen 
r=PL Kart. .... 
wo r die Substitutionsdeterminante ist, und die Exponenten A constante 
Werihe haben. 


Es ist angemessen, diese Invarianten I, I,,. ... der hinreichend weit, 
aber nicht weiter als nöthig fortgesetzten Formenreihe F, @,. @G,, ... auch 


als ein vollständiges System von Imvarianten des Differentialausdruckes F zu 
bezeichnen. 
Seien U,, U;.... U, die Variabeln in den ursprünglichen, V,, V>, .... 
_ dieselben in den transformirten zugehörigen Formen, so dass zur ursprüng- 
lichen Substitution 
02, = Zoe, 
die transponirte £ 
Fi. Zu, U, 
gehört. Sind unter dieser Voraussetzung die Gleichungen zwischen den zu- 
gehörigen Formen die folgenden 
BIP u.) af" FU TU 
für s=1,2,... » und constante Werthe der u, so folgen, wenn unter 42 
eine beliebige Function der ursprünglichen Variabeln verstanden, und allgemein 


oR 
U 4 or; 
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sesetzt wird. die Gleichungen 


( 02 02 x ..) ge Yes 77 ( 082 08 


% ar Fe 
or, ' oz, ox, ' Oz, 








nF 
) 


Solche. eine willkürliche Function (2 enthaltende Ausdrücke 


(28,98 Be 


% X, OX, 





müssen als zugehörige Formen des Differentialausdruckes F bezeichnet werden. 
Ebenso liefern die Covarianten des Systems F, @,. @,. ... n Glei- 


chunsen 


ar 


&D. (O2, , 0%, TR = Tr PD .(Ox,. ÖL; , RR» 
und die Differentialausdrücke 
$. (Ox, ° Of. .. K 


müssen als Covarianten des Differentialausdruckes F selbst bezeichnet werden. 


11. 


Um den Inhalt des im vorigen art. gefundenen Satzes genau festzu- 
stellen. muss hervorgehoben werden, dass die Bedingungen desselben nicht 
unter allen Umständen erfüllt werden können. Wenn es sich z. B. um die 
Frage handelt. ob zwei gegebene Oberflächen auf einander ohne Dehnung 
abgewickelt werden können, so hat man eine Gleichung F=F’ für n=2 
zu untersuchen. Wenn nun die Abwickelung einer Fläche auf die andere, 
also die vorstehende Gleichung möglich ist. so wird man aus den in den 
Gleichungen F=F", G, = @,., G@,=@,,... enthaltenen Transformationsrelationen, 
wie weit diese Reihe auch fortgesetzt werden mag, doch in denjenigen Fällen 
niemals bestimmte Werthe der x und « erhalten, wo die vorgelegten Flächen 
in sich selbst stetig verschoben werden können, weil in diesen Fällen die Trans- 
formalionsrelalionen, ohne Aenderungen der neuen Variabeln, stetige Aen- 
derungen der ursprünglichen gestalten. 

Es ist hiernach leicht, die Bedingungen für den allgemeinen Fall an- 
zugeben, welcher der Verschiebbarkeit einer Fläche in sich selbst entspricht. 

Das Grössengebiet der Variabeln &,, ©. ... x, wird ein bei unver- 
änderlichem F in sich verschiebbares senanni, wenn durch das Resultat der 
Transformation von F die anzuwendende Substitution nicht völlig bestimmt 
ist. Es ist klar. dass die sämmtlichen Bedingungen für das Stattfinden dieses 


Falles in identischen Gleichungen zwischen solchen Invarianten und zuge- 
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hörigen Formen von F bestehen, welche unter den Voraussetzungen des 
vorigen art. von einander unabhängige Functionen der Variabeln x und « sind. 

In diesem Falle werden die Integrabilitätsbedingungen nicht überflüssig. 
weil man allen Transformationsrelationen genügen kann. ohne die in art. 9 


/ z .. * 
er ) bezeichneten Ausdrücke gleich O0 zu setzen. 


dureh # 
PR 


. 


Für alle übrigen Fälle eilt das schöne. und aus der Natur der Sache 
keineswegs a priori zu erwartende Resultat. dass alle für die Möglichkeit 
der Transformation von F in F’' nothwendigen und ausreichenden Bedingungen 
sich als Gleichungen zwischen Invarianten darstellen lassen, wenn dieser Aus- 
druck zur Bezeichnung der gleichen Formverhältnisse wie in der Algebra 
angewandt wird. und dass auch bei dem hier behandelten Transformations- 
problem zugehörige Formen und Covarianten genau in derselben Bedeutung. 
wenn auch aus ganz anderer Quelle auftreten. wie bei den analogen alge- 


braischen Problemen. 


12. 

Als Beispiel zur vorangehenden Theorie behandle ich den Fall »„—=3. 
bei welchem sich merkwürdige Vereinfachungen darbieten. 

Werden wie in Gleichung (20.) für ©, ebenso wie für k, 4, nur Com- 
binationen ohne Wiederholung der Zahlen 125. also z. B. nur die Gruppen 
23. 31. 12 genommen, so kann man die Transiormationsrelationen (18.) von 
G, in die Form 

(Aßayıy) =(ii,kık,) (wur — u u; ) (wu: — un 
setzen. 

Ich bestimme nun vier Zahlen ?, y, “ und k durch die Bedingung. 
dass PP,Ps, yy17: , Üıl, und kk,k, positive Permutationen der Zahlen 123 werden. 
so dass also gleichzeitig z. B. 

pP 1, Pi =2, r=3, 
er An Am Amt, 
ar Fer Ask Aa 
wird. Man erkennt hieraus, dass auch umgekehrt durch den Werth von > 
sowohl 5, als 5, bestimmt ist. 

Dies festgestellt, bezeichne ich die aus einer Aenderung von «, hervor- 
gehende Unterdeterminante von r durch r‘, und setze, da ij, sowie A,k, durch 
die Werthe von i und %k völlig bestimmt sind, 

(4%, kık,) Kun; Ars 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft. 9 
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so dass nach (14.) 
(2 u ER 5: Eop a rg ee 
2,0%, or} or? 0; ß « JL? 


A. 1 ren oa, Im: » Boa 1 ])- nr 
Milli: IC 02,02, 082,08, BER a | a 7) 


wird, woraus die übrigen durch eyklische Vertauschung von 123 folgen. 





| De 


\ A, En 
(a. 











Dann nehmen die Transformalionsrelationen von @, die einfache Form an: 
\ b.) A MD =— As ri . 


P7 ik 
In ähnlicher Weise lassen sich die zu F=F’' gehörigen Transformations- 
relationen, wie z. B. aus der zugehörigen Form von F hervorgeht, durch die 
folgenden ersetzen: 


f \ y/ Dr JE 
(e.) In. = E r" ‚Tr, 
\ / PY vr 4ik 


Hierzu gehört die Bemerkung, dass wegen der Gleichungen (19.) 


dd) A= 4 


ist und, was später zur Anwendung kommt, A,, sein Zeichen wechselt, wenn 
i, und ö oder Ak, und Ak, mit einander vertauscht werden 

Die Gleichungen (b.) und (e.) sind hiernach nichts anderes als die Trans- 
[ormationsrelationen für die simultane Ueberführung der ternären quadratischen 
Formen 


l — = AA; A:, 
$ = 232E,Ä,Ä: 


ık 
in die folgenden 


vf —. 
/ — RER 
ir 


P — m Era, 
mittelst der linearen Substitution 
ee.) = a8 


deren Determinanle 


R = r’ 
ist. und zu welcher die inverse Substitution 
! — —_ 1 N 
e.) -ä = Ss —u,X, 
, ' i r f 


gehört. | 
Es ist bekannt, dass dieses Transformationsproblem ein bestimmtes ist. 


indem vier simultane Invarianten und drei zugehörige Formen existiren, welche 
in Bezug auf die Variabeln der letziern und die Coeflicienten von /', $ von 
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einander unabhängig sind. Daraus ergeben sich drei absolute Invarianten: 
wenn diese auch in Bezug auf die Variabeln z,. ©,. x, von einander unab- 
hängie sind. so ist es nach dem Lehrsalze des art. 10. für die oeoenwärlige 
Untersuchung nur noch nöthig, zu F und @, die nächstfoleende Form 6 E 


zuleiten. Nun ist nach art. 6. 


Ei O(ii,k,k, ; Ä 
giük,k; - A_ und Ist ZASDEE, IS EB EN LH. 5 
I O2% 2 I/\ Alk; IN ıtkih 

(dk: a un 1 ı fah.l,: : 
7 \ hd 7 aA hit 


In dieser Summe hat man im ersten Gliede für 4 nur die Werthe ö, und ö zu 
nehmen, da (ü&A,4,) =O ist. Verfährt man ebenso bei den übrigen Gliedern. 
und vertauscht in den Fällen, wo 4 =i oder = %k gesetzt wird. diesen Index 
mit dem zugehörigen, so folgt zunächst 


N 9 N k k ) \qi ) ot ) (ak ) ( I. 
2 * * N r ’ ) 
Ir _ (| a 1) 


guhhh) = — 


—t 


1) 7 \ 11, \ t k \ Ik, \ 


= 


Il; ;E EN LIE; Arlr;: ; 
7) | nik, k; ae N W@ühk: 1 } l; ( hd ] Pen uk, . 


Nun sind ii, ii, und k,k,k, k,kk, zugleich mit öö% und kh,k, positive 


Permutationen von 123: also folet. wenn rechts in der Klammer des Sub- 
gr, \gkl 


trahenden noch 4 addirt wird: 


\ N \ ö t k \ 
/ .. OA; ur! 
gihk,k; - — - BA,2 19 
\2 OXo ee 
TR  RTeL ED EL HILL 1 EL U REBEL Lg 
DE nn an JE ee DEE 5 on IE T N 


Diesen durch die Werthe g, i, k völlig bestimmten Ausdruck bezeichne ich 


ı 


durch A,,., so dass 





gif k, k,) —- Aocx; 
und nach der leicht herzuleitenden Formel 
ayia) _ A 0E 
ar, E 0% 
a ee ET 
I) Aaoik oX. a EEE ER ER 


wird. Dieser Ausdruck hat die Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn i 
mit k, dagegen sein Zeichen zu wechseln, wenn ‘, mit ö, oder A, mil i, ver- 
tauscht wird. In Folge dessen lassen sich die zu @, = @, gehörigen Trans- 
formationsrelationen 

Ay = 3 Asau: u uno Wi: 


ar 
f \ 
4 Ritzkjkz 


> 
32 
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in die einfachere Form 
(9) Ay = = Agua: rar, 
bringen und führen nun zu einem weitern merkwürdigen Resultate. 

Sind nämlich für die zugehörigen Formen von /' und P UU;U, die 
ursprünglichen, V,V,V, die neuen Variabeln, so dass die entsprechende, zu (e.) 
transponirte Substitution wird 

h) 9%,= SKU,, 


woraus durch Umkehrung 


EZ 2. 
h) U,= 3—ı} 
a r 


“Ü 


[73 


folgt. so erhält man aus der Gleichung (g.), indem man mit V 2; 


[#4 Pu 


multiplicirt 
und nach «, 9, y summirt: 


PP, a Voss, - rZ As U,A,A,. 


aßy 7 ' gik 
Da aber r= R? eine Potenz der Substitutionsdeterminante ist. und in 
beiden Summen sowohl die Variabeln der ursprünglichen als auch die der zu- 
gehörigen Formen vorkommen, so müssen dieselben entsprechende simultane 
Zwischenformen sein, und wir können demnach den folgenden Lehrsatz aus- 
sprechen: 
Um die für die Möglichkeit der Transformation eines ternären qua- 
dratischen Differentialausdruckes 
F= 2w,.02,0%, 
in einen andern 
F = Zw,0r,0t, 
erforderlichen und ausreichenden Bedingungen und, falls dieselben erfüllt 
sind, die Substitution zu erhalten, welche die verlangte Transformation 
leistet, bilde man mittelst der Coefficienten von F die drei algebraischen 
ternären Formen 
=, ZAAN,, 
$ = ZE„Ä,X,;, 
0 = ZAuU,X;A,, 
und für F’ in gleicher Weise die entsprechenden Formen I’, &', 0° mit 
den Variabeln zZ und V an Stelle von X und U. 
Dann sind die verlangten Bedingungen genau die nämlichen, welche 
erforderlich sind und hinreichen, damit durch eine directe Substitution 


= Erz, 
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Y . Y . I . . je 
"in I’, Pin $ transformirt werde, und unter Voraussetzung der 


transponirten Substitution 
er 2}; 
i 
gleichzeitig 9 und © entsprechende Zwischenformen werden, welche der 
Gleichung 
Se 
genügen. 

Dieser Satz findet jedoch nur unter der Voraussetzung statt, dass 
die sechs absoluten zugehörigen Formen und Imvarianten von I, «b von 
einander unabhängige Functionen der Variabeln x,0,2;, U,U,U, sind. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so erhält man aus den Gleichungen 
zwischen den ursprünglichen und transformirten Covarianten von I, $ 
die Coefficienten = u, der inversen Substitution, also da r durch die In- 
varianten bestimmt ist, u; selbst und zwar so, dass allgemein 

ii 
OL, 
wird. | 

Ist sie nicht erfüllt, so folgt statt des vorstehenden Satzes das Re- 
sultat, dass das Grössengebiet der Variabeln x,0,0, ohne Aenderung von 
F stetig in sich verschoben werden kann. 

Aus art. 10. folgt, dass unter den Voraussetzungen des vorstehenden 
Satzes alle für die Möglichkeit der Transformation von F in F’ erforderlichen 
und ausreichenden Bedingungen sich mittelst der simultanen Invarianten dreier 
und ihrer transformirten darstellen lassen. 


O2 


homogenen Formen F, G,. G. 
Dieses Resultat setzt ebenso wie der obige Satz voraus, dass bei der Elimi- 
nation der Substitutionscoeflicienten «, oder r,, aus welcher die in Rede 
stehenden algebraischen Grundformen hervorgehen, auf Integrabilitätsbedin- 
gungen zwischen denselben keinerlei Rücksicht genommen werde. 


Nun ist oben gefordert. es sollen sich die Grössen A,,. durch die 


Coefficienten von /'und &, und die Grössen Az in der gleichen Weise durch 
die Coefficienten von /" und &’ so ausdrücken lassen, dass 1) © eine simul- 
tane Zwischenform von /' und $, 2) ©' die nämliche simultane Zwischen- 
form von /" und &', und 3) 0 = R:O wird. Der Exponent von R zeigt. 
dass diesen Bedingungen nicht genügt werden kann, wenn die Grössen A,, 
rationale Functionen der Grössen A,, E,. sind. Andererseits lassen sich 


diese Bedingungen sicher befriedigen, wenn F’ nicht willkürlich gegeben. 
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sondern aus F durch irgend eine Substitution, z. B. die identische x, = x; ab- 
seleitet worden ist. Also haben wir den Satz: 

Man kann für jeden ternären quadratischen Differentialausdruck F 
die in den Gleichungen \f.) eingeführten Grössen A,, als irrationale 
Functionen der Coefficienten con 1 und D so darstellen, dass © eine 
simultane Zwischenform von I und PD wird, die zu ihrer transformirten 
in der Beziehung 9 = R:Q steht. 

Fügt man zu dieser die Gleichungen /'"=/\, $P'= <& und 

Z+rirnr; = R, 
so erhält man 31 Transformationsrelationen, aus denen sich, obgleich die Va- 
riabeln von © verschiedenen Substitutionen unterworfen sind. die 9 Substitutions- 
eoellicienten r, so eliminiren lassen. dass alle Eliminationsresultate die In- 
variantenform 
!=RI 
annehmen. 

In dem Hauptfalle, wo durch das Resultat der Transformation von /' 
und & die anzuwendende Substitution völlige bestimmt ist, gilt das Gleiche 
nolhwendig auch von den drei Functionen /', & und ©. Alsdann ist die Anzahl 
der von einander unabhängigen Invarianten 1) von Z' und & allein gleich 4, 
2) von /, & und © zusammen gleich 22. also 3) die Anzahl derjenigen unter 
ihnen. welche nothwendig Coefficienten von © enthalten, gleich 18. 

Nach der in art. 10. angewandten Ausdrucksweise hat also der Dil- 
lerentialausdruck F im gegenwärtigen Falle 22 Invarianten üherhaupt und 21 
absolute. ausserdem drei von einander unabhängige zugehörige Formen und 
ebenso viel Covarianten. 

Ueber die beim vorigen Lehrsatze ausgeschlossenen Differentialausdrücke 
F, zu denen unter andern das Quadrat des Linienelementes im Raume von drei 
Dimensionen gehört, liegt eine Abhandlung aus dem Nachlasse Riemanns *) 
vor, zu welcher Herr Dedekind die dort unterdrückten analytischen Entwick- 
lungen in Aussicht gestellt hat. 


*) Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde liegen. Abh. der Göt- 
tinger Ges. d. W. vom Jahre 1867, Band XII. 


3. Januar 1869. 























Untersuchungen ın Betreff der ganzen homogenen 
Kunetionen von » Differentialen. 


(Von Herrn R. Lipschitz in Bonn.) 


In 
W enn man aus einer gegebenen Anzahl von unabhängig veränder- 


m 


lichen Grössen und den ersten Differentialen derselben eine Function bildet. 
welche in Bezug auf die letztern rational, ganz und homogen, in Bezug aul 
die Variabeln aber von beliebiger Beschaffenheit ist, so leuchtet es ein. dass 
diese Function durch die Einführung eines beliebigen Systems von neuen ver- 
änderlichen Grössen an die Stelle der ursprünglichen in eine neue Function 
von den neuen Variabeln und deren ersten Differentialen verwandelt wird. 
welche in Bezug auf diese Diflerentiale ebenfalls ganz. rational, homogen und 
von demselben Grade ist. wie die ursprüngliche Function. Man kann eine 
Function von dieser Art mit Rücksicht auf die auftretenden Dilferentiale als 
eine algebraische Form, und diejenigen Ausdrücke, mit welchen die Potenzen 
und die Producte aus den Potenzen der Differentiale multiplieirt erscheinen. 
als die Coefficienten der Form aullassen. Demgemäss ist der analytische Aus- 
druck für das Quadrat des Linearelements einer gegebenen Fläche in zwei 
unabhängigen Veränderlichen, den Gauss den disquisitiones generales eirca 
superficies curvas zu Grunde gelegt hat, eine quadratische Form von zwei 
Differentialen. Die hierauf bezüglichen Gaussischen Forschungen haben in dem 
aus Riemann’s Nachlasse publieirten Aufsatz über die Hypothesen, welche der 
Geometrie zu Grunde liegen, eine merkwürdige Anwendung gefunden, und es 
ist damit das Interesse an der bezeichneten Gattung von Formen, und in's be- 
sondere an denen des zweiten Grades und von beliebig vielen Differentialen. 
bedeutend gewachsen. Einen Angelpunkt von FRiemann’s Untersuchungen 
bildet die Ermittelung der Criterien, von denen es abhängt, ob eine derartige 
Form durch die Einführung eines neuen Systems von Variabeln in eine Form 
transformirt werden könne, welche das Aggregat der Quadrate von den 
Differentialen der neuen Variabeln ist. In dem Falle einer Form von zwei 
Differentialen besteht das Criterium bekanntlich darin. dass das dem betreffenden 


Linearelement zugehörige Gaussische Krümmungsmass verschwindet. Sobald 
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die Zahl der Differentiale die Zwei übertrifft, setzen die von Riemann auf- 
gestellten Criterien, wofern ich dieselben richtig erfasst habe. voraus. dass 
die Auflösung einer mit dem Wesen der Form enge verbundenen Aufgabe 
der Variationsrechnung vorliegt, und haben insofern einen indirecten Character. 

In dem geschlossenen Gebiet von Formen, für welche die Anzahl der 
Differentiale und der Grad gegebene Werthe haben. kann man zwei Formen 
als zu derselben Classe oder zu verschiedenen Classen gehörig betrachten, 
je nachdem es eine Substitution von nicht verschwindender Functionaldeter- 
minante giebt. oder nicht giebt, durch welche die eine Form in die andere 
Form transformirt werden kann; und es finden auch die übrigen in der Theorie 
der Transformation der homogenen ganzen Functionen ausgebildeten Grund- 
begriffe ihr Gegenstück. Innerhalb des bezeichneten Gebietes bilden aber die- 
ienigen Formen einen engern Bezirk. deren Coefficienten von den Variabeln 
unabhängig. oder. was dasselbe bedeuten soll. constant sind. Eine Form mit 
conslanten Coelfficienten geht offenbar durch jede Substitution. bei welcher 
die neuen Variabeln lineare Functionen der ursprünglichen Variabeln sind, 
wieder in eine Form mit constanten Coefficienten über. Hier kommt also die 
bisher entwickelte Theorie der Transformation der homogenen ganzen Funclionen 
durch lineare Substitulionen unmittelbar zur Anwendung. Es erhebt sich nun 
die Frage nach den Bedingungen, welche darüber entscheiden. ob eine ge- 
voebene Form von » Dillerentialen, deren Coefficienten von den Variabeln ab- 
hängen, in eine Form mit constanten Coeffieienten transformirt werden könne. 
Sobald der Grad der Form die Einheit übertrifft. werde ich hiebei voraus- 
setzen. dass diejenige Determinante nicht identisch verschwinde, deren Elemente 
die zweiten partliellen Differentialquotienten der Form nach ihren Differen- 
tialen sind. | 

Bei den Formen des ersten Grades ist es klar. dass eine Form mit 
constanten Coeffieienten gleich dem Differential einer linearen Function der 
Variabeln ist. Hier fällt also die aufgeworfene Frage mit der Frage nach 
den Bedingungen zusammen, unter welchen eine gegebene Form von rn Dif- 
ferentialen gleich Einem Differential werden kann. Diese Bedingungen sind 
festgestellt und erlauben die folgende Fassung. Wenn der Ausdruck 

ade, +0da, +: -+a,de, 


eine Form des ersten Grades bedeutet. deren Coefficienten a@,, &.... a, von 
den Variabeln z,, &,. ... x, beliebig abhängen. so hat die nach den Dif- 


ferentialen dr,, ... dx, und den Variationen dx,. ... dx, bilineare Form 
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a=nbeny oa OA, \ 
« a v \ \ 
> ( —_ )de.dz 
a=1,d=1 \ 0% OL: / k 


die Eigenschaft, sobald die gegebene Form des ersten Grades und sie Selbst 
durch eine Substitution neuer Variabeln transformirt wird. sich mil der oe- 
sebenen Form zusammen so ändern, dass ihre Beziehung zu derselben un- 
geändert bleibt. Diese bilineare Form ist also das Analogon einer Covariante. 
Damit die gegebene Form gleich einer Form mit constanten Coellieienten 
werden könne. ist es nolhwendie und hinreichend, dass die aufeestellte. nach 
den Grössen dr, und dr, bilineare, nach den Verbindungen dr, dar, — dr, d.r, 
lineare Form identisch verschwinde. 

Bei den Formen des zweiten Grades stimmt die aneereele Fraee ihrem 
Inhalte nach mit dem erwähnten Problem der Riemannschen Abhandlune über- 
ein. Denn jede quadratische Form von » Differenlialen und mit constanien 
Coeflicienten kann durch eine lineare Substitution in eine Form verwandelt 
werden. welche das Aggregat von den Quadraten der Differentiale der neuen 
Variabeln ist. und zwar durch eine reelle Substitution. wolfern es sich. wie 
bei Aiiemann, um wesentlich positive Formen handelt. Die gegenwärtige Arbeit 
verfolot vornehmlich den Zweck. die eestellte Fraee in Betrel! der Formen 
zweiten Grades von » Diflerentialen. deren Determinante zufolee der ve- 
troffenen Einschränkung nicht identisch verschwindet. direet zu beantworten. 
und in diesem Sinne die Theorie des Gaxussischen Krümmungsmasses auszu- 
dehnen. Das gelundene Resultat entspricht genau dem Satze, in welchen so 
eben für die Formen des ersten Grades die Bedineuneen der Inteerabilität 
zusammengelasst sind. Es zeigt sich nämlich, dass zu jeder gegebenen Form 
der bezeichneten Art von den Differentialen dx,. da,. ... dr, eine zweile 
Form gehört, welche nach vier Systemen von Dilferenlialen der Variabeln r,. 
die mit dr,. dx,. du,, Ou, bezeichnet werden mögen, quadrilinear, nach den 
Verbindungen dx,d2,—Ix,dr, und du,du,—Öu,du, bilinear und symmetrisch 
ist. und deren Coeflicienten mit Hülfe von einmaligen und zweimaligen parliellen 


Differentiationen der Coeffieienten der eevebenen Form in | auf die 


Q ezug 
Variabeln derselben gebildet werden. Diese zweite Form hat die Eigenschaft, 
sobald die gegebene Form und sie selbst durch die Einführung neuer Variabeln 
transformirt wird, sich mit der gegebenen Form zusammen so zu verändern, 
dass ihre Beziehung zu derselben ungeändert bleibt. Das nolhwendige und 
hinreichende Criterium dafür, dass die gegebene Form in eine Form mit con- 
stanten Coelffieienten transformirt werden könne, besteht darin, dass die in 
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Rede stehende ihr zugehörige quadrilineare Form identisch verschwindet *). 
Bei den Formen von zwei Differentialen gehen das Criterium der quadrilinearen 
Form und das Criterium des Krümmungsmasses in einander über. 

Der Gesichtspunkt, von welchem aus die Form »n von » Differentialen 
hier betrachtet sind, lässt die bilineare Form, welche auf die Bedingungen der 
Integrabilität hinweist, und die quadrilineare Form, welche auf das Krümmungs- 
mass deulet, als die ersten Glieder einer Kette erscheinen; es bleibt das Be- 
dürlniss, diese Reihe direeter Methoden zur Lösung der gestellten Aufgabe 
fortzusetzen. Diese Aufgabe wird dagegen im Folgenden durch eine indirecte 
\iethode, bei der für jede Form ein entsprechendes Problem der Variations- 


rechnung als gelöst vorausgesetzt ist, allgemein erledigt werden. 


h. 

Eine Form von den » Differentialen da,, da,,... dxe,, deren Grad der 
p'° ist. und deren Coeflicienten von den » Variabeln &,, ©, ... x, beliebig, 
jedoch so abhängen, dass dieselben nach den einzelnen Variabeln partiell dif- 
[erentiirt werden können, werde mit f(dx) bezeichnet. Ein Buchstabe des 
kleinen deutschen Alphabets a, b, ... bedeute immer einen Zeiger, der die 
ieihe der Zahlen von 1 bis » durchlaufen soll. Die » Variabeln «, werden 
als unabhängige Functionen von » neuen Variabeln y, aufgefasst, so dass 
zwischen den Dillerentialen dx, und dy, die » Gleichungen 

1.) da, = cıdyt+ Gady++c,.dy, 

bestehen. Hier ist 

(2.) nt we 

oyı 

gesetzt, und die Functionaldeterminante 

= 2+0,16%32-.:.Con 
darf nieht verschwinden. Demnach ist die Darstellung der Grössen dy,; durch 
die Grössen dx, völlig bestimmt; dieselbe liefere die » Gleichungen 


(1%) dy = huda+h.do+++h,.de,. 


Werden nun die Variabeln y; als Functionen der Variabeln x, betrachtet, so 


*) Ob die Resultate der Riemannschen Abhandlung so verstanden werden können, 
dass sie mit diesem Theorem übereinstimmen, ist mir zweifelhaft. Ich trage aber 
Bedenken, die in jener Abhandlung angewendeten Methoden gegenwärtig einer kriti- 
schen Betrachtung zu unterziehen, weil die Abhandlung zum Zwecke eines mündlichen 
Vortrages niedergeschrieben ist, keine analytischen Ausführungen enthält und von dem 
Verfasser selbst zum Behufe der Publication nicht durchgearbeitet ist. 
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gelten die Gleichungen 


[2 


(98 \ u 
.) . ” - Ren. 


x OT, 
Die Substitution der Variabeln y; in die Form f(dz) möge die Gleichung 
3.) flde) = g(dy 
hervorbringen, in welcher g(dy) eine Form des p*® Grades von den » Dil- 
ferentialen dy, bedeutet, deren Coeffieienten von den Variabeln y; abhängen. 
Es wird aber die Einschränkung festgehalten, dass für » 2 die Determinante 


‘Da \ <r of dc) oft dx) 
\ e) ./) « 1 -  —- -F ms P 7 = 0 © ® — 
; SC’ dr, ( Un, Oo dr Rs de, 


nicht identisch verschwinde, und es erfüllt dann die Determinante 


De DE SR IC, ©’g(dy) 
Er : dy,ody, ody„ody, 
in Folee der Gleichung 
E UA 


dieselbe Bedingung. 

Bei dem Studium der Form fd) schien es mir vor Allem wünschens 
werth. solehe Funclionen kennen zu lernen, welche, wenn sie mit der Form 
f(dxz) gemeinsam transformirt werden, sich mit derselben zusammen so um- 
wandeln. dass die gegenseitige Beziehung unverändert bleibt. Eine Quelle 
zur Herleituug solcher Funetionen glaubte ich in denjenigen Sälzen der Va- 
rialionsrechnung zu finden, welche ZLagrange in der mecanique analvlique, 
seconde partie, section IV, zur Transformation der Differentialeleichuneen der 
Mechanik gebraucht hat. Es sei 0 die Charakteristik der Variation. d der voll- 
ständieen Differentiation. © der partiellen Dilferentialion, und es werde bei 
der letztern die Form f(d) als abhängig von 2n independenten Variabeln. 
nämlich den » Grössen x, und den » Grössen d.r,, ebenso die Form y(dy) 
als abhängig von den » Grössen y, und den » Grössen dy; betrachtet. Dann 


9 
sind die Gleichungen von Lagrange die folgenden 





| Ser 5 flde) > of(dz) 5 
 If(dx) tr dx, 
(4. \ aer u 
\ ) — of(d) SE dx )da,- dE of m 
EN A - Od RE: = I 
und nu: y) , (dy 
Iylay) = ZIAD gu 2 mn 
\' g(dy) Fe Iyı- Pe dy; 
AN / 
(4*.) | = ogldy) ogldy) Jo: d2 09 dy, in 
| x = Oyı ody yırı ody; “Y 
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ferner 
5.) Jf(de) = dg(dy), 


ur of(dx) . - © og dy) so 
6. 2 nu hı —oe,=2 u FR 
ı Ode, t ody 
und hieraus foleend 
r er of(dx' | ‚f , 0g9(dı og(dy 
) (a) _ Na) Yy,, — (aeg _ Saar) yy, 
| r odr, Be 9 ody: Oyı 


Die Variationen dr, 


und dy; sind durch diejenigen Gleichungen verbunden, 
die aus /1.) oder aus (1*.) entstehen, indem man die Characteristik d durch 
die Characteristik d ersetzt. 

Um in der Gleichung (%.) für den Fall, dass die Gradzahl p die Ein- 
heit übertrifft. diejenigen Glieder, welche die zweiten Differentiale d’x, und 


d’y; enthalten, von den übrigen zu trennen, bilde ich die Gleichungen 





of dr) ‚ o’f(dx) o’f (dx) 
EN a FT. Ele; 
Q odx, v Odır,odı; c odı,oz, 
og(dy u : gC (dy) > ‚ o’g(dy) 
d =S- EU RE I. dyı 
ody: I 0 ody © dyı m Odyoyn 
und setze 
| / 7 pe, A oft de) de of(dx) 
alul) — u er re 
a0 -— Oda,dr, OX 
Q ‚ a a 
| ’ ‚ o’g(ldy) og dy) 
| g(dy) = 2 —dy„ 
| ur m od Ye © Yn Oyt 


Dann entsteht aus (7.) die Gleichung 


10. - | = el ua Ex, -+f, (de) )de, -2(2- Satay) dytg(dy) )o Op. 


| 
\F oOdıxı,oOdıy EN Em odyyı 





Es mag schon an dieser Stelle eine Eigenschaft der durch (9.) definirten 
Formen p'®" Grades f,(dx) erwähnt werden, die später mehrfach in Gebrauch 
kommt. Da die en Dilferentiation nach dx, die Gleichung 

ofa( Bi Sul. (dx) oO fldx) of(dx) 


mer Pr ce r 7 
oO vr — odz,odazOr, oda, 02 0x, odzz 








liefert, so gilt vermöge der Vertauschung der Zeiger a und b die Relation 


of,(dx) , of, (dx)  . 4 il 3 
any Felde) hd) gy OIA) 4, 
odxyz od, : odx,odazoX, 


In dem Falle, dass die Gradzahl p gleich der Einheit ist, gehen die 


Gleichungen (6.) und (7.) beziehlich in die beiden folgenden über: 


(6°) fide) = gldy), 
ee) Iflde)— df(dxz) = dy(dy)— dg(dy). 
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ur | 
=! 


Setzt man hier 


19 ı f(de) = ads +ada, + +a,de,, 


| 
ww . 


, 


Ig dy) = ady, + dp +" +e,dy 


da 


so nimmt (7°.) diese Gestalt an: 


wi? “ 4 (da Od \ 7 0 x u; eı ( e; | 
(6 u > — dX,IT;, - > ( - )dydy * 
a,b OXt OXı 7 AS ti ( ft / i 4 


Dieselbe spricht die in der Einleitung angeführte Eigenschaft der bilinearen Form 


\ N o.) Of dx If Or = [ od 


R OA N 

OR 32) ID: Ir 

aus. bei einer Substitution neuer Variabeln in unveränderter Beziehuns zu 
der Form f(dx) zu bleiben. Dass das identische Verschwinden von (13.) die 
nothwendiee und hinreichende Bedingung für die Inteerabilität der Form 
f(dx) enthält, ist bekannt. 

In dem Falle, dass die Zahl p=2 ist. gewährt die Darstellune des 
Krümmungsmasses, welche Gauss in art. 11. der angeführten Abhandlung ent- 
wickelt hat, einen festen Anhalt für die Aufsuchung von Funelionen von der 
gewünschten Beschaffenheit. Es sollen daher die Elemente dieser Darstellune 
und die Elemente der Gleichung (10.) sorgfältig mit einander verelichen 
werden. Bei der Vorausselzung p=*2 haben die Formen f(dz) und y(dy 


die folgende Gestalt 


Dyemi 
=M 


a,,;, dxe,dx,., 


(14. 5 


(g(dy) = 3% = 6, dy; dy.: 
hier ist 
dys — Ay, a» er Zum C e9 


.s 


und es darf die Determinante 
15.) I 211%: ..6,, 
nicht identisch verschwinden. Für die Delerminante 
(15*.) E Er bin. 
eilt dann, nach einer frühern Bemerkung, dasselbe. Es sei ferner 
(fa (die) — 12 ae de, dr, 
(16.) | = 
'aı(dy) = 3 9,.dy,dy,, 
v,q 


wo die Ausdrücke f,,,; und g:,. wegen (9.) diese Bedeutung haben: 











Od, g A CO As. b O dr. b 


«ia fo - OL, OL, OL; ’ 
| | Tebp Ver; Tey.g 
I = +21, 
( Yr OYy O Yı 


und folglich die Gleichungen 
[2,06 fa,5,8 ’ Jia — Iran 


bestehen. 


Die Gaussische Untersuchung bezieht sich auf krumme Oberflächen, bei 


denen die rechtwinkligen Coordinaten eines jeden Punktes durch die unabhän- 
ojeen Variabeln p und g ausgedrückt sind; das Quadrat des Linearelements 
ds ist gleich dem Ausdruck 

Edp +-2Fdpdg-+Gdg' 


vesetzt,. das Krümmungsmass wird % genannt. Durch die Substitutionen 


son, gez, 
E - d,,; , F rn dıo . (r — d3o 


sehen diese Bezeichnungen in die Bezeichnungen dieses Aulsatzes für p=2, 


»—=%2 über, und es wird 
ds = 2f(de). 
Man erhält ferner für diejenigen Verbindungen, die Gauss I, m, m, m, n, 


»', n’ genannt hat, die Gleichungen 


EG Bas) FF — 4, 


öE . GE . öF 66 I 
- 2m 2 fi. 19 uw 2 2m = fı. 1.2 _— fi, 2.19 2 ur mc, Van > 2m’ — fh22> 
op Br oq oq op 
oF oE P ; © G ‘ ’ : 0@G r ’ » 
> a In - ) 1a - In’ —— ) », — 9 “ ‘ -— 2n' ne 22.2 *% 
2.8 l l 
cp og R op ne 2 ur ah og 


\us diesen Verbindungen wird der in Rede stehende Ausdruck des Krümmungs- 


masses vermittelst der folgenden Formel dedueirt: 





s m com —_) 

a # Ö u ‘ t f ! \ 
h op oq/ , Eln’n—nn”) + Flnm’ — 2m "+ mn") -+- @ (m’m’— mm!) 
N) um - . is ee . _ . 

4 ” 44 





Derselbe lautet daher in den andern Een so: 





I a 
A 777 ullaı, frz 2,2,2 alfa, FR Te Lulu (fine— fu11fı22))- 


Die sämmtlichen Bestandtheile dieser Darstellung findet man auf der linken 
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Seite der Gleichung (10.) unter der Voraussetzung p—=?2. n—=?2. Wird aus 
den entsprechenden Bestandtheilen der rechten Seite dieser Gleichung ein Aus- 
druck m »ebildet. so stellt derselbe das Krümmunesmass für ein Linearelemen! 
dar, dessen Quadrat in den eingeführten Bezeichnungen gleich 24 dy) ist, wo- 
fern y,. 9%, die beiden unabhängigen Coordinaten sind. Weil aber die geo- 
metrische Bedeulung des Krümmungsmasses von der Wahl der unabhäneieen 
Coordinaten nicht dependirt, so muss die Gleichung 
I; = m 
selten. Das Krümmungsmass % hat also zu der Form f(dx) eine Beziehung. 


welche bei der Substitution neuer Variabeln unseändert bleibt. 


‘) 


Wollte man die Gleichung (10.) bei der Voraussetzung p=?2. n—=2 
benutzen, um die Eigenschaft des Krümmungsmasses, die in der Gleichung k— m 
ausgesprochen ist, direet zu beweisen, so würde es nahe liegen. dass man mil 
einer Elimination der Differentiale der zweiten Ordnung d’r, und d’y, den 
Anfang machte. Ich werde nun für die allgemeine Voraussetzung p 2 eine 
solche Elimination ausführen, durch die alsdann die Grössen e,;, und die Dif- 
ferentiale de,, derselben in die Gleichung eintreten. Aus der Gleichune (1. 
folgt durch Differentiation 


18. d’zs, = Zc,.d’y.+2 de, .dy,, 
r T 
und durch Verwandlung von d in d 
ap — y' > 
ds, = > 6,0%. 


Man hat ferner in Folge von (3.) die Gleichung 


‚ o’f(de) . ‚ o’f(dx ‚ \ | 
ee — Fee} o2,20.d4y,=23- 778 0,94, 6,,.d°Y, 
19, a5 odx,oda, TER rl T ERST Erin Bi I bil Da Z 
\ oQ dy 
= 29:7 Iyd'yı. 


oc dycdyı 
Wenn man daher in (10.) den Werth d’x, gemäss der Gleichung (18.) aus- 
drückt und (19.) berücksichtigt, so ergiebt sich die neue Gleichung 
of(dx) 
(RO. ) N — EEE. 2 > de, ,‚dy, Ef, da\dx > 4 dy)dy, 
\ =. odx,Odx, “ u bl Y: |: , r. =, J OY: 
welche von den Grössen d’x,. d’y, befreit ist. 


Es wird nun darauf ankommen, aus der Gleichung (20.) Folgerungen 


zu ziehen, bei denen die verloren gegangene Symmetrie zwischen den Functionen 
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fidx) und y(dy) wieder eintritt, und bei denen eine Elimination der Differentiale 
de,, zulässig ist.* Man kann die erstere Absicht durch ein einfaches Mittel 
erreichen, sobald die Zahl p=2 ist, und sich dadurch dem Zwecke dieser 
Untersuchung nähern. Ich führe deshalb die Voraussetzung p = 2 in die 
Gleichung (20.) ein, und erhalte nach (14.) die Gleichung 

21.) <A, ‚da 2 de, ,.dy + <fı de)da = 9: dy)dyı. 


i 
a 


Dann reicht es kn von den beiden Seiten derselben den partiellen Differential- 
juolienten nach dy, und nach dr, zu nehmen, wo [ und a bestimmte Werthe 
haben. In Folge der Definitionsgleichung (2.) hat man die Relation 


> » 
( LY 


Z de, ,du, a — (dydyı. 
N ” si Oyoyı an 
I 
und deshalb 
l % 1 
2 P 2de, a* 
ody, 
Ferner ist 
of, (dx ‚ of, (dx) 
_—- 3 — (us 
ody,; v oda, eh 


Wenn man also die beiden Seiten der Gleichung (21.) nach einem bestimmten 
dy, partiell differentiürt, so komm! 
‚ofı (dx) 


Oo G f .dy) \ 


(22.) 23 a,,dec, ‚dz,+2 -Gı0r, = - 
Be Ye m a ee Tr odyı It» 


und wenn man hierauf die partielle Dilferenliation nach einem bestimmten dr, 


ausführt. so ergiebt sich wegen (1*.) die Relation 


331 9, u.de.ı ze), _ zInCdy 
a.) = A, ler GG = = Aa» 
b b ( de; ‚ { ( 'dy, ’‘ 


Hier greift nun die früher abgeleitete Gleichung (11.) wirksam ein. Dieselbe 


erhält durch die Voraussetzung p =? die Gestalt 


(11°.) DR DE BE 


odx, En ce Or, 


oder, zusammengelasst, 
of, (dx) of, (de) 


(11°.) ——+ —— = 2da,;- 


od.ry od, 
Multiplieirt man dieselbe mit e,, und subtrahirt sie danach von (23.), so ent- 


steht das Resultat 
vw Of (dr) ne ogeldy) 


7 


(24) Rdascı = 2 < Pu u 
b oda t odyı 


Hier befindet sich auf der rechten Seite das Aggregat von zwei Summen, 








Lipschitz, über ganze homogene Functionen von n Differentialen. S1 


von denen die eine zu der Form f(dx) und den Variabeln x, die gleiche 
Beziehung hat, wie die andere zu der Form g(dy) und den Variabeln yı. 
In Betreff der linken Seite ist zu bemerken. dass nach einer aus der Theorie 
der quadratischen Formen bekannten Gleichung 


y' s w4 x : 
u; dus ( b.| - .; € {.f hr. 


sein muss. Man erhält demnach die mit (23.) und (24.) correspondirenden 


Gleichungen 


BERN h ‚Ogı(dy) , ‚of, (dx 
(23*.) 22 e..dh,, +2 ur.” - Ct» 
ie t ody od.r, 
\ . ‚of (dx) y Ogıldy 
2er.) tee = = u dan ha. 
bpb odı, t odyı 


Die Elimination der Differentiale de,, aus der Gleichung (24.) oeling! 
nunmehr um des Factums willen, dass die linke Seite derselben ein exactes 
Differential ist. Die rechte Seite derselben muss aus diesem Grunde die Be- 
dingungen der Integrabilität erfüllen, oder, in andern Worten, wenn man nach 


N A % N « v © (dr .n 
dem Schema (13.) zu der Form ersten Grades 2 n_ -C,, von den Dif- 
v | 
> . . i ‚oa(dı 
[erentialen dx,, und zu der Form ersten Grades I a 
rt oayı 


ferentialen dy, die entsprechenden bilinearen Formen bildet, und dieselben 


h,, von den Dif- 


addirt, so muss ihr Aggregat identisch verschwinden. Dieses Prineip liefer! 


die Gleichung 


s(g fd) _ ,hODI\, st HAD ge, — OD ge, ) 
25.) b od.r, o0.Xr, b\ ode, odx, 
\ 2 i F . S « ,& \ « \ / N 
/ x CI (dy) og (dy) ‚/og(dy) x og (dy, 
I 2(0 aD _ ED yy, + 2 9 ED 1) = 0 
f odyı ooyı f odyı oodyı 


Weil aber durch die Gleichungen (23.) und (23*.) unter der bestehenden 
Annahme, dass die Delerminanten / und E nicht identisch verschwinden, die 
Grössen de, , OCyı. dhr., Ohr, als lineare Verbindungen der Grössen c,, und 
h,, dargestellt werden können, so geht aus der Gleichung (25.) ein Resultat 
hervor, welches die in Rede stehenden Differentiale und Variationen nicht 
mehr enthält. 
3. 

Für die adjungirten Elemente der Formen f(dx) und g(dy) mögen diese 

Bezeichnungen gebraucht werden 


’ 34 IE 
(26.) Ass vn E - 


E,ı = 0 | 





dann erhält man die Darstellungen 
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2 de yı Ach / vr c fe (dir)  y 09 (dy) N 
do,, = z4 (3 EB un 
IN » od " :  odyı 
IN u A:s u. C ofel d.r) FR ogr( (öy) 
A ( C; { _ u Tr Zug - 6. { a. Pr u) “ 
3m ec J — oda odyı 
A ‘ 
E.7 APR 
dh BR . Em,t “ . ( Im dy) h LYy fi d.r) r 
4 u „N u Ad n,a I m Idr b.m / 9 
m OUYa b OGLg 
20h we : Em Zu, . ( OYm ON, A ‚chor) » ) 
- 7 u; \ nd eu b.m /' 
m MN n ( Oyı oÖx, / 


Wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit den Factoren 

ch(dxr) of (dx) og (dy) og dy) 

on’ ad’ - Adam... Bdy 

multiplieirt, hierauf addirt und das Resultat in der durch (25.) vorgeschriebenen 
Weise summirt, so liefern die ersten Terme aus den Klammern der rechten 
Seiten von (27.) das Aggregat 


u Au /  ofı (dx) of dr) of (dx) ofs (dx) 


[ I nr ee 


b,e,d IN odı ( Öx, © Ö.LCH © dx. 1 


Du 


28. 
u En ( Ogm(dy) © og ( UDE Om (0 y) og (dy) ) 
Te u > . “ n.a 


Em,n odyn ( oyı Od Ö ’dyı 
Ferner liefern die zweiten Terme aus den Klammern der rechten Seiten von 


27.) das Aggregat 





| BR Ofs( (Ö. r) onldy) , © Ofs( de) og (dy) 


“A = f) [ 
39 \ "be f A ( dr a ( dyy ; Oo dx, C dyı E.c 
. | ııy Ent au Of‘ dx) on (dy) % © fs ( dr) ) Ogı(dy) 
ms EN code, oo Oi ody; : 


Nun zeigt sich die für die Einfachheit des Resultates eünstige Erscheinung. 
dass wegen der Gleichung 


x A: ] x Emt ; 
— to FER. E . EC; m» 
c L m 4 n 


welche eine Eigenschaft der zu den Formen f(dx) und g|dy) beziehungsweise 
adjungirten Formen ausdrückt, das ganze Aggregat (29.) den Werth Null hat. 
In dem Aggregat (28.) mögen die Summalionszeiger Üb und d,. Fund ı mit 
einander verlauscht werden, alsdann liefert die Einführung desselben in (25.) 


die gesuchte Gleichung 


(26 1 ZN ED | a (A) Be Are, 
2 od, Or Tu AN Od or, cr, Od ” 











‘> ee re 


.- (0 og (dy) d o(öy) . ı yEnn (® Im (dy) © Ogn (Öy) Ogm (Oy) Ogn( dy) )ı 
m Pr ” t,a 
t 


odyı odyı a. odyr ooyı oy ödy 
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Hier kann man bemerken, dass der Factor der Grösse e,, die Eieenschaft hat. 
in den entgegengeselzten Werth überzugehen. wenn man in demselben die 
Zeiger a und b mit einander vertauscht. Aus der Gleichung (11’.) folgt 
nämlich die Relation 
fof.(de) , of (dx) N of, (dx (dx 
gef Teldr) , Oskar) qf( 10x) |, Ofs(0a 


odx, od.r, s% Or, ( OL, 


2 


\ 
pp 


mittelst deren das Behauptete sogleich einleuchtet. Die in der Gleichung (30. 
enthaltenen Relationen lassen sich dadurch vereinigen. dass man zwei neue 
Systeme von Differentialen der Variabeln x, einführt. dw, und dw,. welchen 
beziehungsweise die Differentiale de, und dr, der Variabeln y, entsprechen 


möcen. Zwischen denselben hat man in Foloe von (1.) und /1*.) die Glei- 


chungen 
du, — 6,1 dv, 692 dv, - a C,n0v,, 
\dn, — 6,1009 40,09; +. +0,,0%,. 
31. | | 
de; hr, du, + hy» d, ++ h,,du,. 
(do = Klum +h:dn + -+h,.bu,. 


Es werde nun die linke Seite von (30.) mit dem Factor da,de, multiplieirt. 
und die Summaltion nach den Zeigern a und [ vollzogen. so entsteht eine neue 
Gleichung, in weleher zufolge (31. 


S du,c, dv, = du,du,. ES 0v,h,,du, = de,de, 
| 


a 


ist. Wenn ich jetzt die beiden Functionen bilde 


un 


ww —_ (9: dx nz of, (dr 


a,b Ü d.ır, ( O.XH 
| ıy A. / of, (dx) ofr (x ) ( f: | dr) c fr de) \ ' 
TarıL\- ur du, ou, .- 
"n I N Odz O0r O0X odry 
32 a t a [ 
\UW. E 
Fr; x (0 04 dy u d og: y 
| t.! odyı oodyy 
ıı y Em;,n / oO 9m (dy) OYn (dy O 4m 277 OGn (dy) N N 
u ee )) do,dv.. 
m,n Ki Oaüyt O öyı O Oys 6, dyı 


so geht diese Gleichung vermöge der die Verlauschung der Zeiger a und & 
betreffenden Eigenschaft in das folgende Resultat über 
(33.) va 


Die Function % ist eine quadrilineare Form der vier Systeme von Diflferentialen 


w 


du,, du, da,, Ox,. und die Coefficienten derselben werden aus den Coeffi- 

cienten der quadratischen Form f(dr) mit Hülfe von einmaligen und , zwei- 

maligen partiellen Differentiationen nach den Variabeln x, abgeleitet. Die Function 
id 
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‘2 hängt in der genau entsprechenden Weise von den vier Systemen von 
Differentialen der, do, dy,,. Oy, und der Form g(dy) ab. Also drückt die 
Gleichung (33.) die Thatsache aus, dass die Beziehung der quadrilinearen Form 
7 zu der gegebenen quadratischen Form f(dxz) durch die Einführung eines 
Systems neuer Variabeln nicht geändert wird. Diese Untersuchung war aber 
zunächst auf die Ermittelung von Funclionen von dieser Beschaffenheit gerichtet. 


4. 


Die Form %#, welche jetzt etwas genauer in's Auge gefasst werden soll. 
nimmt durch die in (16.) und (17.) eingeführten Bezeichnungen die folgende 


(sestalt an: 


x 


D y v of b,c Ofas.n v Arc er. » » \ \ 
7 v (las _ lab , ı vw As EN | En 
34.) 9 zu Or, 02, Peg. fe.a,0 fr.5,0 f.a0l6,.0)) du, du, dx, dx, : 


und zwar ist 





35. Ofassıa _ lass ran ang 4 RATE > KALR a ang > 

' Or Or, OX, 0X Or, 0X, 0X, 0X, OL, OL 
Man erkennt hieraus, dass der Coeflicient von du,du,da, dx, sich in den ent- 
segengesetzten Werth verwandelt, sobald man entweder a mit b, oder g mil 
b vertauscht, dass derselbe aber in sich selbst übergeht, sobald man gleich- 


zeiig a mit 3 und b mit b verwechselt. Demzufolge ist 7 eine bilineare 


' n(n—1) ' i 
Funelion der beiden Systeme von an Verbindungen du,du,— Ödu,du, und 


p. 
de,d2,—0Ox,dx,. welche sich in Bezug auf diese beiden Systeme symmetrisch 
verhält. 


Für die Zahl von zwei Variabeln erhält # den folgenden Werth 








\ u 
36. i ofı 1.2 ofi 22 A d/ / \ \y \ N 
Kr e . r 2» Fi Ve, aferafa,) Kduda,-Iu,du,)(de,da,-Ox,dr.), 
‘, 


= Ada — 2 
bestehen. Die Betrachtung des oben aufgestellten Gaussischen Ausdrucks für 
das Krümmungsmass %, welches der Form f(dx) zugehört, lehrt also die fol- 


vende Beziehung zwischen dem Krümmungsmass k und der Form % kennen: 
IT.) P — — 25.4 (du, du, — du, du,) (da, dr, — dx, de,). 


Für das der Form g(dy) zugehörige Krümmungsmass m muss aus denselben 
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(Gründen die Gleichung 

(34”.) DD — —2mE de dv, — dr, de, dy,dy: Iy.dy; 
gelten. Mithin folgt aus der Gleichung #=.42 und der bekannten Gleichune 
4 (du, dw — du, dw) (de, O2, — dr, da,) = E (de, de, — dv,de, dydy,— Oyıdy; 
die Eigenschaft des Krümmungsmasses, welcher früher Erwähnung geschehen 
ist, und die in der Gleichung 

k= m 

ausgedrückt wird. 

Es hat ein Interesse. bei der Form % alle diejenigen Coefficienten 
zusammenzustellen,. für welche die Gruppe der vier Zeiger a. b. a. b abge- 
sehen von der Anordnung dieselbe bleibt. Zunächst ist es klar. dass unter 
diesen vier Zahlen nicht mehr als zwei einander gleich sein können, wofern 
die zugehörigen Coellieienten nicht verschwinden sollen. Es können also nur 
entweder zwei Paare von gleichen Zahlen da sein. oder es ist nur Ein Paar 
gleicher Zahlen vorhanden, oder alle vier Zahlen sind von einander verschieden. 
Wird die Form %# in der angegebenen Weise als bilinear aufgefasst, so liefert 
im ersten Falle die Gruppe a, b, a, b nur Einen Coeffieienten,. im zweiten 
Falle die Gruppe a, b, a. c zwei Coefficienten, die aus dem angeführten Grunde 
der Symmetrie einander gleich sind, im dritten Falle die Gruppe a, b, 9, b 
sechs Coellicienten, die den sechs Anordnungen 

a,b, 9, b; 0 Bub, 

a. g. b, b; b. b. a. 9, 

2 Eu 5 b.g0.u.hb 
entsprechen, und von denen je zwei der Symmetrie halber einander gleich 
sind. Bei der Aufstellung dieser drei Categorieen von Gruppen ist die Anzahl 
n der Variabeln von Bedeutung. Die bilinear gedachte Form 7 hat für »=2 
nur Ein Glied, und zwar aus der ersten Categorie; sie hat für »—=3 sechs 


0P— 


-_. 


differente Glieder, von denen drei zur ersten, drei zur zweiten Categorie 


n(n— I) /n(n—1 \ 
OR 


‘) / 
Pf / 


i von dif- 








hören: sie hat endlich für n— 4 die Anzahl 











> 
sn n(n— 1) n(n—1)(n— 2) 
ferenten Gliedern, von denen in zur ersten, — 2 - zur zweiten. 
\ 
n(n— A)(n— 2?) (n— 5) } r , R i er 
\ In zur dritten Categorie gehören. Unter den Gliedern 


der letzten Categorie besteht nun die Relation, dass das Aggregat der drei 
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Coeffieienten,. die den drei Anordnungen 
6,9 
4,9 5 b, 
u. & 


entsprechen, allemal den Werth Null hat. Denn es gelten die Gleichungen 


np r I en nn en nn 
Java __ las, Anan__ Maas , Aass _ Mao _ 0 
- | —— ur _— _ m — [m v_ 


Or Oo 0% or; 


Ory ( E72 
und 


ui fo.» Pt . fi b.9 
+ feis fi 0,6 fh fo. 
+ ar fer u b . 0. 


Bei diesem Anlass kann man die Beobachtung machen. dass. wenn in 

der Form %# die Substitution 

du, — dx,. du, = dr, 
eingeführt wird, zwischen den Producten (di, dr, — dx, dx,) (dx, da, Ir, dr, 
oanz dieselben Relationen bestehen, welche für die denselben zugehörigen 
Coefficienten der Form %# nachgewiesen sind. 

Die Theorie der Formen von » Dilferentialen gehört zum Theil der 
Algebra, zum Theil der Infinitesimalreehnung an. Die bisherige Erörterung 
dieser Formen hat keine anderen Operationen erfordert. als die rationalen 
algebraischen Operationen und die Operation des Differentiirens. Andere Eigen- 
schaften dieser Formen kommen zur Erscheinung. sobald man sich bei der 
Beirachtung auf den Boden der Integralrechnung stellt. 

Es mögen die » Variabeln x, in irgend einer Weise von einer neuen 
independenten Variabeln # abhängig werden, so sind auch die » Variabeln y, 


leo) 


von der Variabeln £ abhängig. Die Differentialion nach dieser Variabeln / 
soll nach der Weise von Lagrange notirt werden. Auch setze ich fest, dass 
wenn in eine Form fidx) statt der Differentiale dr, beziehungsweise andere 
Grössen S, substituirt werden, das Resultat mit f\S) bezeichnet werde. Wenn 
[erner in den Coeffieienten dieser Form stalt der Variabeln x, beziehungs- 
weise die besonderen Werthe x,(0) substituirt werden, so soll das Resultal 
(fi£)), heissen, und das Entsprechende gelte für die Form g(dy); die Grad- 
zahl » sei wieder gleich oder grösser als Zwei. Mit dem Wesen der Form 


f(dx) hängt nun auf das genaueste die Aufgabe der Variationsrechnung zu- 
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sammen. die Variabeln x, als Functionen von ? so zu bestimmen. dass die 
ersie Variation des zwischen festen Grenzen zu nehmenden Inteerals /r xc’)\dt 
verschwinde. Diese Aufgabe führt bekanntlich auf die Inteeration desjenigen 
Systems von Dillerentialgleichungen,. welches aus der linken Seile der obigen 
Gleichung (10.) entsteht. sobald man sie durch die Grösse dt” dividirt und 
den Factor einer jeden Variation dx, gleich Null setzt. Dieses der Form 
fidz) zugehörige System von isoperimetrischen Differentialeleichungen lautet. 
wie folgt. 
38.) ne u +f(e) = O0. 


Ey or, Om, 
Die genannte Aufgabe verwandelt sich durch die Einführung der Variabeln 
y, statt der Variabeln x, in die analoge, der Form g(dy) zugehörige Aufgabe. 
und diese liefert zur Bestimmung der Variabeln y, als Funclionen von f das 
System von Dilferentialgleichungen 
Bu 
(38*.) Say tal) = 0. 
Yoy, 
Dass dieses System durch die Substitution der Variabeln y, aus dem System 
(38.) hervorgehe, wird durch die Gleichung (10.) direct bewiesen 
Es ist schon bei einer andern Gelegenheit bemerkt worden, dass. so- 
bald die in (3°) mit / bezeichnete Determinante nicht identisch verschwindet. 
aus dem System \38.) die » Grössen x, als Functionen der Grössen «x, und 
x, dargestellt werden können, und hieraus ist zu schliessen. dass unter gewissen 
an jenem Orte entwickelten Steligkeitsbedingungen eine vollständige Integration 
dieses Systems von Differentialgleichungen ausführbar ist. bei welcher die 
Variabeln x, durch die Forderung bestimmt sind. für einen gewissen Werth 
t=t, die Gleichungen 
I, = I (0), X, = c, 0 


\ 
y 


zu erfüllen *). Die festen Werthe x,(0) und x,(0) müssen so gewählt sein. 


P 


*) Die Integration des Systems (38.), welehe zur 'Transtormation der zweiten 
Variation des Integrals /f@) dt nach der in Band 65, pag. 26 dieses Journals ange- 
oft 2’) F 

. F,.ı 


gebenen Methode geeignet ist, hat die Werthe der Grössen &, und —, 
! ? oO OL 

für t=t, zu Integrationsconstanten. Durch die Einführung von &, und F,ı als depen- 
denten Variabeln in das System (38.) werden diese Uonstanten zu Anfangswerthen der 
Variabeln, und das System nimmt nach Jacobi die folgende Gestalt an 


dx. _ oH dFsı _ cH 








A dt OL, 
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dass durch ihre Substitution für x, und dr, die Determinante .4 nicht gleich 
Null wird, und dass bei der entsprechenden Substitution die erwähnten Aus- 
drücke der Grössen x, durchaus endlich bleiben. Die durch die Integration 
erhaltenen Werthe der Grössen x, sind alsdann für ein gewisses von dem 
Werthe f=#, aus sich erstreckendes Intervall der Variabeln # endlich und stetig. 
Eine solche Integration des Systems (38.) wird gegenwärtig als gegeben an- 
genommen. Da für das System (98*.) vollkommen dieselben Betrachtungen 
gelten. so ist vorauszuselzen. dass die Grössen 9, diesem gemäss und durch 
die Forderung bestimmt sind, für den Werth t= #£, die Gleichungen 


y=yıll), = yılO) 
zu befriedigen. wo die Constanten y,(0) und „,(0) mit den Constanten x, 0 
und x,(0) durch Gleichungen verbunden sind, die der Beziehung der Variabeln 
y, und x, zu einander entsprechen. Betrachtet man die in der Gleichung (1. 
vorkommenden Grössen e, ‚, als Functionen der Variabeln y, und deutet das Resultat 
der Substitulion 9, = 9 O0) durch e,,(0) an, so sind die Gleichungen zwischen 
den Constanten x,(0) und 9y,(0) diese: 
39) u, N = N) yM)+e: NO) +--+c,,Ny,(O). 

Fine Eigenthümlichkeit der in Rede stehenden Integrationswerihe .r, 
besteht darin, dass die Variable #f in dieselben nicht anders eingeht, als in 
voewissen Verbindungen mit den Constanten x,(0). Um dies zu erkennen. 
zeichne man unter den Variabeln x, Eine, etwa x,. aus und deduecire aus den 
Gleichungen (38.) die (a—1) Ausdrücke. welche gleich 


dr, de, dz, da, 


re Fre 


de _ = ) 


sind, und die nur die Grössen x, und dx,. aber nicht mehr das Differential dt 











enthalten. Das so gebildete System von (2 —1) Differentialgleichungen der 


zweiten Ordnung zwischen den Variabeln &,, x,. ... x, und x, denke man 


n 


wo die Funetion H wegen der Homogeneität der Form f(dx) gleich ist dem Aus- 
drucke (p—1)f(x'), als Function der Grössen z, und F,. aufgefasst. In dem Äufsatze: 
Erörterung der Möglichkeit, ein gegebenes System von Differentialgleichungen vollständig 
zu inlegriren, abgedruckt in einer 1568 zu Bonn erschienenen Jubiläumschritt, sind 
Grundsätze entwickelt, aus denen die Existenz des vollständigen Integrals der betret- 
fenden isoperimetrischen Differentialgleichungen folgt, und es ist die Anwendung auf, 
die Jacobische Gestalt dieser Ditlferentialgleichungen ausgeführt. Jene Grundsätze ge- 
statten aber auch den direeten Beweis der im Texte aufgestellten Behauptung. 
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sich so integrirt, dass für &,=x,(0) die Gleichungen 





A 0 ä Da ee le), 
dx, » dx, dx, de ’ 
de (Ge) an de,  \de, ) 


erfüllt sind. Nun folgt aus dem System (38.) das bekannte Integral 


(40.) f(x) = (f(x'(0))) 





In die linke Seite dieser Gleichung substituire man für ©. 2,.... x, die 
sefundenen Ausdrücke in x, und den 2»r—2 Constanten ©, (0). ... 2,0): 
dx, da,‘ un 0 
——=), —) „ so kommt wegen der Homogeneität von fx 
dı, /o de, 0 
41.) f(&') a r® (a. BT N (Ze). (2 \ 16: 
) J Di At EN we 1) g= Y; di 


oder, kürzer. 


(7 
fae)=f \dt 3% 
Dann liefert die Gleichung 40.) die Relation 


(42.) yfÖ.de, = y(f@\0))).. dt, 


und durch Integration nach x, die Gleichung zwischen «x, und / 


v 


f} Du p Ba a m a UL nn 
43) ST ".da, = YO). 
(0) 
. ö h . . dry ‘ ) in 
Wenn man erwägt. dass für die Ausdrücke , die Gleichungen 
| 0 





4. m (t—1,)x, (0) 
dz, +,  (-t)e, (0) 


gelten, und dass wegen der Homogeneität von f(x’) die Gleichung 


FEN)? = Ct) E0))) 

besteht, so geht aus der Gleichung (43.) das Resultat hervor, dass der Werth 
x, eine Function der » Grössen xz,(0) und der » Grössen (t—t,)x,(0) ist. 
und die Variable £ in keiner Weise sonst enthält. Das Gleiche gilt offenbar 
von jedem andern Werthe x,. und da das System von Differentialgleichungen 
(38*.) dieselben Eigenschaften hat, wie das System (38.), so sind auch die 
betreffenden Integrationswerthe y; reine Functionen der » Grössen y,(0) und 
der » Grössen (t—t,)y; (0). 

Ich betrachte nun in der Darstellung von x, die » Grössen x,(0) als 
fest, die » Grössen (—t,)x,(0) als variabel, und ebenso in der Darstellung 
von y, die » Grössen y,(0) als fest, die » Grössen (t—t,)y,(0) als variabel. 
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Ich setze ferner voraus. dass die x, nach den neuen Variabeln —4,)x,(0). 
und die y, nach den neuen Variabeln t—t, y,(0) partiell differentiirt werden 
können *). Die Einführung der Werthe von x, in die Form f(dx) und der 


Werthe von y, in die Form g(dy) liefert unter diesem Gesichtspunkt die bei- 
den Transformationen 





f(d&) = Y (d(t—t,) x'\0)). 
g(dy) = xl t-W)y'\0)). 





(44.) 


Weil aber in Folge von (39.) die Variabeln (t—#,)x,(0) und (t—t,)y,.0) durch 
Gleichungen mit einander verbunden sind, welche diese Variabeln selbst nicht 
enthalten. so bestehen zwischen den Variationen dieser beiden Systeme von 
Variabeln die entsprechenden Gleichungen 

45.) J(t—-t)z,(0) = = (0) I(t—t)yı(O). 


und durch die Anwendung der Gleichungen (39.) und (45.) muss die Form 





Y (d(t—4,) © (0)) in die Form (9 (t—t,)y (0) übergehen, das heisst, die 


Gleichung 





46.) g(dit-)z’\0)) = x (dlt-1)y (0) 
erfüllt werden. 
Es ist evident, dass die Gleichung 
fix) = sy) 
richtig bleibt, wenn man auf der linken Seite z,=x,(0) und 2,=x,(0). 
auf der rechten Seite y = y\0), yr=yı.0) setzt und beide Seiten mit dem 
Factor (£—#,)” multiplieirt. So entsteht die Gleichung 


(47. ( f(tt- Lo) x (0))) - (g((t—t) y' (O)))o- 
Die linke Seite derselben ist eine Form des p‘" Grades von den » Variabeln 
(t—t,)x,(0). deren Coelficienten nur von den Grössen x,(0) abhängen, die 
rechte Seite eine Form von den » Variabeln (E—1,)9y,(0), deren Coelficienten 
nur von den Grössen 9,(0) abhängen. Weil nun zwischen den beiden in 
Rede stehenden Systemen von Variabeln die Gleichungen 


39°.) (tb), (0) Pr 20,0) t)yılO) 


selten, so ist es gerechfferligt, in der Gleichung (47.) die betreffenden Variabeln 


*) Mit Hülfe des angetührten Aufsatzes kann man Stetigkeitsbedingungen für die 
in dem System (33.) auftretenden Functionen, also Stetigkeitsbedingungen für die Coef- 
ficienten der Form f(dx) und deren Differentialquotienten aufstellen, bei denen diese 
Voraussetzung eintreten muss. 
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durch ihre Differentiale zu ersetzen. Also wird durch die Substitution /39°. 
und (45.) sowohl die Gleichung (46.), wie auch die Gleichung 

(48.) (fl G-u)e(0))) = (lit) y’(0))), 
erzeugt. 


6. 


Die im vorigen Artikel angestellten Betrachtungen enthalten die Mittel 
zur allgemeinen Beantwortung der Frage: 

Wann ist es möglich, dass eine Form f(dx) in eine Form g'dy) trans- 
formirt werde, deren Coefficienten constant sind? 

Gesetzt, die Coefficientien der Form g(dy), in welche f dx durch die 
Einführung der Variabeln y;, übergeht, seien constant, so bestehen die folgen- 
den Consequenzen. Wegen der Gleichungen (17.) verschwinden die sämmtlichen 
Grössen gr, und deshalb auch die Formen g,(dy). Mithin nimmt das System 
(38*.) diese Gestalt an 





‚ ‚o’aly 
(49.) B: W) Yı — 0. 
l oy, oy, 


Nun sind nach dem Früheren die Werthe y,(0) so gewählt zu denken. dass 
ogly') 


die Determinante von den Elementen ——— bei der Substitution 9, = y, (0 
oy,0Yı 
nicht verschwindet. Hierauf gründet sich der Schluss, dass das System (49. 


nicht anders erfüllt werden könne, als durch die » Gleichungen 
50) = 0. 

Die Integration derselben liefert aber das Resultat 

51.) = ylO)+lt—t)y(O). 
Sobald jetzt die » Grössen y; als abhängig betrachtet werden von den rn neuen 
Variabeln (t—t#,)y: (0). während die » Grössen y,(0) als fest gelten, so liefert 
die Gleichung (51.) zwischen den betreffenden Differentialen die » Relationen 

52.) = dlt-6)y(0). 

Wenn daher die neuen Variabeln in die Form g(dy, eingeführt werden, deren 
Coefficienten nach der Voraussetzung die Grössen y; nicht enthalten, so kommt 

(53.) g(dy) = gt) y’(0)), 


und es wird nach der in (44.) gebrauchten Bezeichnung 


(54)  z(dlt-4)y (0)) = gldlt—t)y (0). 
Ebenso ist es klar, dass die Substitution 9, =y,(0) die Form g(dy) nicht 
12 * 
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alterirt. oder. in Zeichen, dass die Gleichung 


5) GENF). = sy) 





besteht. 

Aus diesen Gründen verwandeln sich die Gleichungen (46.) und (48.) 
des vorigen Artikels unter den gegenwärtigen Voraussetzungen beziehungs- 
weise in die folgenden: 


46°) gldlt—t)xe(0)) = g(d(t—-1,)y' (0)), 
48°.) Ct) 0)» = g(dt-h)y' (0). 
Die Vereinigung derselben bringt aber die identische Gleichung hervor: 


(56.) gl (t-t)z'(0)) = (flILt-)e(O)))- 


Diese Gleichung gestattet, die aufgeworfene Frage in der folgenden Weise 














vollständig zu beantworten. 

‘s sei das der Form f(dx) zugehörige System von isoperimetrischen 
Differentialgleichungen so integrirt, dass die Variabeln x, durch die n Grössen 
, 0) und die n Grössen \t—t,)x,(0) dargestellt erscheinen. Man fasst 
die Variabeln x, als Functionen der n neuen Variabeln (t—t, x, 0). die 


n Grössen x,.0) als constant auf, und transformirt die Form f(dx) durch 





Einführung dieser neuen Variabeln in die Form Y(d(t—t,)x'(0)). Wo- 
fern es möglich ist, die Form f dx) in eine andere Form mit constanten 
(oefficienten zu transformiren, so wird eine solche Transformation durch das 
angegebene Verfahren in der That geleistet, und zwar geht alsdann die Form 
g(dit—t,)x'\0,) aus der Form f dx, hervor, indem man beziehungsweise statt 
der Differentiale dx, die Differentiale ddt—#, x,(0) setzt und in den Üoef- 
fieienten statt der Variabeln x, die Constanten x, 0, substitwirt. 

Man kann dem so eben aufgestellten Criterium noch eine andere Ge- 





stalt geben. Die Coefficienten der Form y(d(t—t,)x'(0)). welche in jedem 
Falle durch die Grössen x,.0) und die Grössen (t— t,)x, 0) ausgedrückt sind. 
werden, sobald die Form f(dz) in eine Form mit constanten Coefficienten 
iransformirbar ist, unabhängig von den Grössen (f—t,)x,(0), und deshalb un- 
abhängig von der Grösse £. Nun lässt sich auch das Umgekehrie zeigen. 
dass. wenn die Coefficienten der Form g(d \t—t, «’(0)) von £ unabhängig sind, 
die Gleichung 56.) besteht. und demnach die Form f(dx) in eine Form mit 
constanten Coefficienten transformirt werden kann. Um sich hiervon zu über- 





zeugen. bemerke man, dass die Bildung der Form y(d(t—1t,)x’(0)) aus der 
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Form f(dx) darauf hinauskommt, erstens in den Coefficienten der Form f(x) 
für die Grössen x, die durch die Integration des Systems (38.) erhaltenen 
Werthe zu substituiren, und zweitens die Differentiale dx, durch die foleen- 
den Ausdrücke zu erselzen: 
- \ OT, re re er 0X, — 
57.) we: — — I (t—4,)2,(0) ++ ———— I t-1,)2)(0). 
(—1t,)0x, (0) (t— 1,)ox, (0) Ga 


Sobald die Coeflicienten der aus diesen Operationen hervorgehenden Form von 





der Grösse £ unabhängig werden, kann man ihren Werth für das variable 

bestimmen, falls derselbe für £= t, bekannt ist. Denn Unterbrechungen der 
Stetigkeit sind bei diesen Betrachtungen überall ausgeschlossen. Es leuchtet 
ein, dass die in die Coelficienten der Form f(dx) einzuführenden Werthe :r, 


für t=t, gerade die Werthe x,(0) werden. Bei den partiellen Differential- 


. OT . . 0 2 2. “: DER s . Ya z 
quotienten GEEBEFRD sind die Grössen x, als abhängig von den » Grössen 


x,(0). den n Grössen x,(0) und der Bu t aufgefasst. Weil nun für =! 





die Grösse ©,=x,(0) wird, so ist ——_— für t=t, gleich der Null, und daher 
a a 7.06) > 
/ 0 | | 
lim Ola > or, (0) s 
(t—1,)ox, (0) u 


Weil aber die Differentiationen nach x,(0) und nach ? von einander unabhängig 
sind, so hat man 








oO „de, 
n. Me; O . ! 
or, (0) j dt OL, 
dt or, 520) or, (0) 


Die ‚Grösse x, geht für ?=14, in x,(0) über, deshalb wird der Ausdruck 


für t= t, gleich der Null, wenn b von a verschieden ist, und gleich 


3,0 


der Einheit, wenn b=a ist. Also ist auch lim 


OL 
(t—1,)öx) (0) 
gleich der Null, im zweiten Falle gleich der Einheit. Mithin hat das System 


im erstern Falle 





die Eigenschaft, unter der Annahme = t, in das System 
58.) da, = (d(t—4,)x,(0) 


überzugehn. Nimmt man alles Bisherige zusammen, so erhellt, dass die Form 





fidx) durch die angegebenen Operationen in eine Form verwandelt wird. die 
für {=1t, mit der Form Cf($«a- 1,0) zusammenfällt, und da die Coef- 
licienten derselben sich nach der Hypothese mit # nicht ändern, so besteht 
diese Transformation, wie behauptet worden, auch bei variablem 
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Wenn man eine Differentiation nach der Variablen £, bei welcher x, (0) 
und x,(0) als constant angesehen werden, wie bisher, durch die Characteristik 
d bezeichnet. und zugleich festseizt, dass diese Differentiation die Grössen 


d(t—t,)x,(0) nicht berühren soll, so darf man das erhaltene Resultat, wie 
folgt, aussprechen. 

Die Form f(dx) kann in eine Form mit constanten Coefficienten trans- 
formirt werden, oder nicht, je nachdem die Gleichung 


dy(dAat—t)e(0)) _ N 





(99.) 
erfüllt ist, oder nicht erfüllt ist. 


T. 
Wenn die Form f(d.x) vom zweiten Grade ist und wie in der Gleichung 
14.) des Arlikels 1. bezeichnet wird. so hat die Form p(d I—4)« 0)) die 
foleende Gestalt: 


(4 (d(t-1,)&(0)) = } Grete] 1) (0) d (tt), (0). 











60. ) y rs x m OT, OX% 
2 ee 7a Aufn 9 
| a,b o2,(0) 0x,(0) 
ae ) ee n(n +1) mı.: 
und das aufgestellte Criterium besteht in der Befriedigung der Glei- 


chungen 

oa, em 0 

a di 
Dieses von der Integration des Systems (38.) abhängige Criterium kann auf 
Grund der Eigenschaften der in (32., definirten quadrilinearen Form 7 in 
ein directes Criterium verwandelt werden, und darin liegt die characteristische 
Bedeutung der Form % für die quadratische Form f(dx). Das in Rede stehende 
direete Criterium ist in dem Satze enthalten: 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung dafür, dass die quadratische 
Form f(dx) in eine Form mit constanten Coefficienten verwandelt werden 
könne, besteht in dem identischen Verschwinden der quadrilinearen Form PP, 
welche der Form f\dx) zugehört. 

Es ist schon früher bemerkt worden. dass, wenn die Form f(dx) durch 
Einführung der Variabeln y; in die Form g(dy) übergeht, und wenn diese 
constante Coefficienten hat, die » Formen g,(dy) identisch verschwinden. 
Hieraus folgt das identische Verschwinden der in (32.) definirten Form 42, 
und daher auch das identische Verschwinden der Form #. Damit ist das aul- 
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gestellte Criterium als nothwendig erwiesen. Um aber darzuthun, dass dieses 
Criterium auch hinreichend ist, wird gezeigt werden. dass das identische Ver- 
schwinden der Form % die Erfüllung der in (61.) enthaltenen Gleichungen 
nach sich zieht. 

Die Führung dieses Beweises hängt ab von der Erkenntniss des Zu- 
sammenhangs zwischen den Grössen g;, und der Form %#. Um mir eine 
solche Erkenntniss zu erwerben. wendete ich mich an diejenige Relation. die 
der Schlüssel zur Auffindung der Form 7 gewesen war, nämlich die Relation 
23.,, und sah zu. was aus derselben folge. wofern die Form g(dy) constante 
Coefficienten hat. Das erwähnte identische Verschwinden der » Formen g,(dy 
bewirkt dann auch ein Verschwinden der rechten Seite von (23... und die 
linke Seite muss unabhängig von den » Differentialen d.r, ebenfalls gleich 
Null werden. Sobald man nun die Grössen c,, als Functionen der » Variabeln 
x, aulfasst, so wird die erwähnte Relation 


5Y . ‚ of, (dx) 
(23 er P) @,,ÄC;,: 4 4 Pi. fo a 
b vb oda 


C, = V 

der symbolische Ausdruck eines Systems von partiellen Differentialgleichungen. 
welchem die Grössen c,; nolhwendig genügen. Ferner ist bewiesen, dass, 
wenn die Form f(dx) in eine Form mit constanten Coeffieienten transformir! 
werden kann, durch das im vorigen Artikel entwickelte Verfahren eine solche 
Transformation wirklich ausgeführt wird. Es sind die Grössen (t—#,)x, (0) 
neue Variable. durch deren Substitulion die transformirte Form constante Coel- 
ficienten erhält. Setzt man diese in der Gleichung (1.) an die Stelle der 
Variabeln y,. so erhalten nach (57.) die betreffenden Grössen e,, die Werthe 
62. Gı = (t—-U)"- ui. 


321 (0) 


Wofern also diese Werthe durch die ursprünglichen Variabeln x, dargestellt 
werden, so müssen dieselben das mit (23".) bezeichnete System von parliellen 
Differenlialeleichungen erfüllen. 

Dieses System bleibt erfüllt. wenn die Grössen x, gleich denjenigen 
Functionen von f genommen werden. die nach der Voraussetzung das System 
(38.) integriren, und wenn die Differentiale dx, durch die Differentialquotienten 


dx, \ u a 
ersetzt werden, die derselben Voraussetzung entsprechen. Da die Grössen 


2,(0) immer als constant gelten, so erhält der nach £ genommene Differential- 


quotient der Grösse 4, = (t—t ta) denselben‘ Werth, wenn man die- : 
{ ‘ 
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selbe durch die » Variabeln x,. und wenn man dieselbe durch die » Variabeln 
dx, 


dt 
die angeführte Bedeutung beilegt, so stellt die Relation (23°.), durch dt dividirt. 


ein System von » gewöhnlichen Differentialgleichungen der ersten Ordnung 
dar, welches durch die Grössen 





(i—t,)e,(0) ausgedrückt denkt. Sobald man daher den Grössen x, und 


a OX;y 
Gı > (t-L 32 (0) 
befriedigt wird. 

Ich schöpfte nun die Vermuthung, dass man aus dem identischen Ver- 
schwinden der quadrilinearen Form # das Bestehen der so eben genannten 
Relation, und aus dieser das Gelten der Gleichungen (61.) ableiten könnte, 


und diese Vermuthung bestätigte sich vollkommen. 


8. 
Es werde, um mit dem zweiten Theile der Behauptung zu beginnen. 
u 0)=%, 20)=4 
gesetzt, und ferner komme, indem man die linke Seite von (23°.) mit dt divi- 
dirt, den Werth von c,, aus (62.) einsetzt, und mit (#—#,,' multiplicirt, 














PER ln. ! 
_ A Ofı (x 6) 
(63 D,; u: -ulze, dt a + << ir (t—t, fe Hr ) 
b “ 
08 
a AH ,,y ala) Oz 
‚64. Pa = A dt +32 or! a 


b 
Dann ist 


Or 
2° 
und durch Vertauschung von b mit a und von A mit x wird 


65.) Dur = (db) Pa au 








‚65°.) P;.x -. (tb) P, x -< Ay,a = j 
Hieraus folgt durch Summation 
\ P,, Med — + = P,, ” 

(66.) | | 
aan Or En Or 0%, Om 
=(i-h) (Z Paz „r= Far oA ie Fr. re ox 0A 

Nun hat man wegen der Gleichung u 
Or, © 
42 Au — — 





67) Z#, erZ m. er 2 
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mithin kommt durch Einführung der Grössen ,, das Resultat 


u . Di, m ox \ dp. \ 
(08. ) Pu, +2 Pix 77 = (t—I, —.n u Rt 
oder | 
6) ZB, HED, TI = u EIN 
a 107,7 b ob dt 
Aus demselben folgt, dass, wenn die Functionen $,, und &,,. die sich nur 


durch die Zeiger unterscheiden, sämmtlich verschwinden, die Gleichungen (61. 
allemal erfüllt sind. Hiermit ist der zweite Theil der in Rede stehenden Be- 
hauptung erledigt, und ich wende mich zu dem noch übrigen ersten Theile 
derselben, nach welchem das identische Verschwinden der Form 7 die GüHie- 


keit der Relationen 


bedingt. 

Man kann diese Thatsache erweisen, indem man zeigt, dass die Functionen 
$, , wieder einem bestimmten System von gewöhnlichen Dillferentialgleichungen 
senügen, welches unter den obwaltenden Verhältnissen durch keine anderen 
als durch verschwindende Werthe befriedigt wird. Bei der Ableitung dieses 
Systems von Differentialgleichungen muss das System von isoperimelrischen 
Gleichungen (38.) benutzt werden, weil die Grössen x,, x, 


wi $ a 


und 2,0) = x 
erst von diesem ihre specielle Bedeutung erhalten. Durch die Einführung der 
Ausdrücke (14.) und die Vertauschung der Zeiger a und b nimmt die linke 
Seite von (38.) die Gestalt an 

69.) FR= a, u th; 
und das System wird 

(69) 9, =V. 

Die algebraische Natur der gegenwärtigen Betrachtung bleibt nun durchsichtiger. 
wenn man zwischen den Functionen #,,. F, und der Form 7 eine identische 
Relation entwickelt, aus der durch die Voraussetzung F,=0 und das identische 
Verschwinden von %# das erwähnte Sysiem von Dillerentialgleichungen für 
die Functionen &,, hervorgeht. Um dies zu thun, gebe ich den Functionen 
F, und %#,, diese Gestalt 





OX 
| a(< 3 he) 
Site n OH \T) OXa 
>, . pP ö = > Ad ie er —- 4 Y" r r 2 u - a 
(TO.) b,z . b,a di l > dx) 0X a 
d’x of(a) da, 
a x 3 AT 
\ ’ a 2,@ dt 72 a OX dt 
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# bedeutet jetzt irgend eine Grösse, von der die Variabeln x, abhängen, und 


. a ni " ., dx 
die von der Grösse £ unabhängig ist, und wie früher it — =x,. Nach 


dt 
einer bekannten Eigenschaft der homogenen Functionen zweiten Grades ist hier 
Or\ 
np nn se of; ) J 
Ben 
«a 02, 60% B we’ var 
OA 


m ” f b 
und in Folge von (11’.) 


| 6) Se a ar ( -) | Ode 
TE Fu 


Ma) , Ara) 


ox Tag: 
u ' Tec 








2a, ;- 
Dadurch gehen die Gleichungen (70.) in die folgenden über: 


1) 
y C (A5,a%,) "\0% 


/ 





y — 3 a nn Fe . 
2 | b,* ar 0% der ac Tan 
I mim 
8 2 
day .& n ' 
F, ze) N 
a dt E a or, ei 


Aus denselben ergiebt sich wegen der Unabhängigkeit der nach x und nach 
! zu nehmenden Differentiationen 

















‚a. OF _ ı (N), +4 fra) Ir, 
dt 0% “4 0% or, Or, 0X 
‘ OX 
a) d aut .)\ 76 
E . ARE u 1 P> Ten Bj 
2 - T, 2 b Ver 


L ! “ . 
Die Gleichungen (70.) liefern für a und für x, die folgenden Bestimmungen: 


I) Oxa = re 


Ox or 0% Ox 


Br 


(‚“ 





LET 


y 
_— 
a 


Da u 
F.-32 72 Ta nn Bu 


mithin 

















u 4 u » I r y 
dp, == 1 y' As w ofr x oF,; f | x A. F OR 
2 nz P Z—— - 17 2 
dt u” A a Or, OR - vy A : / 0X \ 
2 oO 
% IE 3 
nn» ION . 
| , If (N on (2 -) 
| ya 0 (cha) \ d \0%/ 
aa) (= 321 (ar) — 
: \ a 0% oX, dt "/ 0x \ 
\ OA 


ei 0x 
A.» of. (x' of: \0%: of oz’ of 


oxX « Or, « Or, N 
a ) . 

o\— ) ol —— ) 

\ O#% OH X 


Vergleicht man nämlich die rechte Seite von (74.) mit der Definitionsgleichung 





run 
p\A 
OX 


der Form 7 in (32.), so erhellt, dass, wenn in 7 für de, die Grösse —,-. 
. " BE 5 En OX% Ja: 
für du, die Grösse ruk für dx, die Grösse = substituirt wird, der partielle 


. . 5 . y . rr N 0X 
ifferentialquoti er Tr irenden F fi P(x,0u, x&, —.) nach der 
Differentialquotient der resultirenden Function 7 ) 
’ OH 
Grösse da,. halbgenommen, der rechten Seite von (74.) gleich ist; und diese 


Relation erhält die folgende Gestalt 














| Sf (ON 
5 a Fu a) O d 7) 
le 1x Aus iv ha@)_eh \ıysÄAop \5% 
am IT DT u | 
dt 7 c.d A Or, oH c.d A / ee) 
a 3 we 
(a) Gr 
ai 04 
oWw (2 ou, x" ) 
0% 
"> o (du ) 


Jetzt möge die Voraussetzung eintreten. dass die Form # identisch 
verschwinde, dass die Grössen x, das System von Gleichungen F, = 0 be- 


friedigen, und dass x eine Integrationsconstante dieses Systems sei, weshalb auch 
i OF; RER „ur 
die Gleichungen Ep —0 Gültigkeit erhalten. Alsdann geht die Relation (74°. ) 





in dieses System von Differentialgleichungen für die Functionen #,, über 





7 rr 
dt “ee BD 6, Or, 


5) Fe_ırdaoy OD) _o 
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Die Functionen 2,, und 7,, hängen durch die Gleichung (65”.) mit 


einander zusammen. Aus derselben folgt durch Differentiation 


( ) In } ie . or 
d I Be. ’ (4 dP,, | DB ae Aa 04 a y A Din. 
dt at) la I la 

a O% a 02 


A) 


und vermöge der Formel (11°.) und der Einführung des Werthes von #,, 


aus (70.) 





db. dPı, vw cha) ra 
dt u ij or, 0% 
Ferner ist 
If (N Apr Sn Ip \ 
| x A, D I ( fo „A J s \ | y' A c.d W ofr I 3 } x Ach y' © 7 a ofh (x) 
2 ‘ nu =—— (t—1, und Fi P..„— ET a Te a 
“m J OL, u 3 Ze 08, "6 Ra 04 OL, 


oder in Folge der Beziehungen zwischen den Grössen a,, und A,, 





ı y Ar ch ofh (x') Bin ı v A: WW of; (#) ı x ofr (2’) Or, 
a ee» 9 u (t—1t, Dam Po, — u er 
| or, nd A u” - ox 04 
b b 
und daher hat das System (75.) das System von Differentialgleichungen 
(D If ' 
(76.) Din _ ı y Asp Ta) _yg 
ar: dt “nn 4 a 


5 
zur Folge, welches sich auf die Functionen &,, bezieht und gesucht wor- 
den ist. 

Bis hierher galt die Bestimmung, unter 2 irgend eine Integrationscon- 
stante des Systems zu verstehen, durch welches die Gleichungen F,=0 in- 
tegrirt werden. Nunmehr soll in Betreff der Integration die Voraussetzung 
wieder eintreten, dass x, durch die Grössen f, ,(0) und x;(0) dargestellt sei, 
und die Vorausselzung, dass 

x = (0) 
sei. Da bei der in Rede stehenden Integration alle Unterbrechungen der 
Steligkeit für das bestimmte von ?=4, sich erstreckende Intervall ausgeschlossen 
sind, so ist die Function #,, vermöge der Gleichung (70.) überhaupt, und daher 
auch für t= t, eine endliche Grösse. Die Gleichung (65’.) 
OT, 


P,. un (Eu) Pu dy,a 7, 
a 0% 





v \ i R ox* 
lehrt also, dass für £= 4, die Function $,, dem Ausdruck —Fa,,—— gleich 
"0 


a 3 
wird. Die Grössen a,, bleiben bei der Substitution z,=.x,(0) ebenfalls end- 
’ ox OX 2 
lich, die partiellen Differentialquotienten =—— = ——; - — müssen aber nach einer 
OX 02, (0) 
schon früher angewendeten Bemerkung für £= ti, in die Null übergehen. Also 
haben die Functionen &,, die Eigenschaft, für {=t, zu verschwinden. Da 


aun das System von linearen Differentialgleichungen (76.), so lange die darin 
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als Coefficienten auftretenden Funclionen keine Unterbrechungen der Stetie- 
keit aufweisen, nur auf Eine Art integrirt werden kann. wenn die der Voraus- 
setzung ?= t, entsprechenden Werthe der 2#,, gegeben sind *). da ferner die 
Bestimmung $,,=0 für ein bewegliches / dem System genügt, so ist diese 


- 


Bestimmung auch die allein gültige u Das aber sollte bewiesen werden. 


und dadurch ist die in Betreff der Form # ausgesprochene Behauptung in 
ihrem ganzen Umfange begründet. 
9. 

Das identische Verschwinden der Form %, das ist. das Verschwinden 
von sämmtlichen Coeflicienten dieser Form für alle Werthsysteme r,. liefert 
Gleichungen zwischen den Coeffieienten der Form f(dx) und den ersten und 
zweiten partiellen Dillerentialquotienten derselben, auf welche die Bemerkungen 
des Artikels 4. anzuwenden sind. Der Coeflicient des Produets 

(du,du, — du, du,) (de, da, — dr, d.x,) 
ist das Aggregat der beiden Bestandtheile 
Kr O’As% O’lys O’Ap., 


[9 b. Js b] = — ı _ 


02,0%  02%,0%, O0moOr, 


f CC, OTYH 
und 

(ab Do nA, BEN 

1, I» 7 Aue > br a (Seas TU PN RP . 
Wie man sieht, ist [a. b. 9, b] eine lineare Function von den zweiten partiellen 
Differentialquotienten der Grössen a,,, und (a,b,9.b) eine Function zweilen 
Grades von den ersten partiellen Dilferentialquotienten derselben Grössen a,;. 
Sobald die Gruppe der vier Zeiger a, b, 9, b und die Gruppe der vier Zeiger 
a, 0, 9, b nicht identisch ist, so enthalten die entsprechenden Ausdrücke 
a,b, 9, bh] und [a’, 6’, 9’, b’] nur verschiedene zweite partielle Differentialquo- 
tienten von Grössen a,,. Die Anordnungen derselben Gruppe von vier Zeigern 


*) Of. der schon oben angeführte Aufsatz: Erörterung der Möglichkeit ete. 
‘b 


-Q, als Svstem linearer 
0% 


*#=) Es ist durch Jacobi bekannt, dass das System 


sd « 2 ». . 50 Ola u y e ‘ \ 4 
Differentialgleichungen für die Grössen —— aufgefasst, durch die 2» Systeme von 
c 0% h 3 

= OL, Or, 2. . . . * ® » 
Lösungen ——— und ———— vollständig integrirt wird. Aus dem Obigen folgt, 
or: (V) oXx (0) 
La f 3 
dass das System ®,,—=0, als System linearer Differentialgleichungen für die Grössen 
OLXg 7 i u u \ A 
—— aufgefasst, wofern die Form # identisch verschwindet, durch die » Systeme von 
oH . / pr 


OL, a | tes 
—— —— vollständig integrirt wird. 
ox, (UV | 

7L,.\V) 





Lösungen 
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a. b. 9. b sind an der erwähnten Stelle betrachtet worden und zeigen drei 
verschiedene Fälle. Sobald unter den vier Zeigern zwei Paare von gleichen 
oder Ein Paar von gleichen Zeigern vorkommt, so bringen die verschiedenen 
Anordnungen Einen nicht verschwindenden Coeffieienten der Form % hervor. 
Sobald aber die vier Zeiger a. b, 9. b sämmtlich unter einander verschieden 
sind. so bringen die verschiedenen Anordnungen drei verschiedene Coelficienten 
der Form % hervor, deren Aggregat immer den Werth Null hat. Nach den 
segenwärlig gebrauchten Bezeichnungen ist alsdann 


r 


.b,,bl+l, 9b, 0)+ la, bg] = 0 
und 

(2, b, I» b)+(a, I» b. b) + (9, b. b, g) =. 
Wenn nun die sämmtlichen Coeffieienten der Form % gleich Null werden 
sollen. so muss die lineare Function der zweiten Differentialquotienten [a,b,9,D 
der quadratischen Function der ersten Differentialquotienten —(a,6,9,5) gleich 
sein. Die Anzahl derjenigen Gleichungen. bei welchen die entsprechenden 
Complexe [a,b,g. b] durch keine Gleichungen des ersten Grades unter einander 


verbunden sind, lässt sich demnach folgendermassen bestimmen. Unter den 
i u Han n i n(n—1) 
verschiedenen Coelhicienten der Form 7 gehören, wie man gesehen hat, ao rg 
n(n—1)(n — 2) 


2 


zu der dritten Categorie a, b, 9. b. 


zu der zweiten Ca- 





zu der ersten Categorie a, b, a, b, dann 

n(n —1) (n— 2) (n— 3) 
N 

Bei der ersten und der zweiten Categorie folgt aus dem Verschwinden eines 





tegorie a, b, a, c. und 


jeden Coeflicienten je eine Gleichung; bei der dritten Categorie zieht aber 
das Verschwinden von je zwei Coefficienten aus drei zusammengehörigen auch 
das Verschwinden des dritten nach sich, mithin entsprechen dem Verschwinden 
von je drei Coefficienten immer nur zwei Gleichungen. Die in Rede stehende 
Anzahl von Gleichungen ist also gleich dem Aggregat der Zahlen 


n(n—1) , n(n—1)(n —?) 
2 


" 





n(n—i)(n— 2) (n— 3) 
a in 
n'—n' u ‘ 
ad Dieselbe erhält für »—=2, 3, 4 beziehun 
weise die Werthe 1, 6, 20. 


oder gleich der Zahl 


OÖ 
o 


Bonn, den 4. Januar 1869. 
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Remarques 
sur les fonetions entieres A diviseurs binömes. 
(Par M. Hill & Lund.) 


Y\ 
En designant, comme je le fais a l’ordinaire, par mx une fonction 


entiere de x de l’ordre m. on a. si m’x est divisible par 2" —a”, lequation 


( f en PR. n r . () 
mc —= (2"—a”).m—n x. Soit e—=1, posons r=ae, et nous aurons m’ae)—(0. 
equation que on peut mettre sous la forme A,+A,e+Ae’+-+A, ce" "0, 
les coefficients A designant des fonctions entieres de a’. Or e avant n» va- 


leurs differentes, il faut, d’apres un theoreme didentite (V. Matheseos fundam. 
n.p. 49), quon ait separement ,=A, = A = = A,_,=0, et l’on tirera de 
ces equations non seulement la valeur de a’, mais encore »—1 conditions 
necessaires pour que m x ait un diviseur de la forme «@’—a”. Il ya done deux 
conditions pour 2 = 3, trois pour »—4, et ainsi de suite. 


Soit mr = m tm c+m ce’ +m, x’ + + m,c”, et n=93. l’on aura 


i m * . 


m +-m;a+m,a® +m, @ +: — (0, 
m + ma + ma +muad + = 0, 

3 | 613 9, . 0 
m +m,d ma +m, +" =U. 


En cherchant le diviseur commun aux premiers membres de ces @qualions, on 
trouvera a’, et en substituant sa valeur dans deux de ces @quations, on aura les 


deux conditions. Pour m =?7 par exemple, ce qui donne 0 — m, = my: 


on trouve ® = —m,: m, et les deux conditions 
m, m; — m; . m, m, + m,.m; —= (0, 
m, . m: — m,.m, m, +m-.m;, —= Q. 


L’autre facteur m—n x est le resultat de la division de m’x par x"—a". Pour 
m=-Tetn=3p.e.ona 


m—nz=4r=7T'r:(x’— a’) 


= (m, + m; a’ + m; 0 +2 (m, + ma’ +m; a) +2 (m +m;a’)}: (ea) 
ou bien a l'aide des trois equations anterieures 
— {m, (2’— a?) + m, (z’— a’) + x (m, (2’— a’) + m- (2 —a)) + a’m, (a —a’)} : (2? — a’ 
= m, + cm, + 2m, + (+0) (m, +x.m-) = 4, 


expression dans laquelle «a devra &ire remplacee par sa valeur (—m,:m,). 
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Pour m= ou < 11, on tire des trois @quations &ecrites ci-dessus les 


valeurs e,. ©, et ©; de a’, a’ et a’, et les deux conditions seront vo, = (v,)' 


et ,=v,.%. Pour m= ou >12, il faudra d’avance eliminer a", a”, etc. 

Dans le cas general on chassera d’abord par une elimination prelimi- 
naire les puissances de « dont l’exposant est superieur a »n, et des @quations 
que Ion retient on tirera les valeurs ©,. ©, %,...o, de a”, @", @”,... a" 
en forme de determinants. Cela pose les »—1 conditions seront celles qui 
expriment que ces valeurs forment une progression geometrique conlinue; 
savoir: u =9%, n=t,.% %=%.%, %=0z3.0, ete., conditions que l'on peul 
reunir dans l’equation unique ®,,,=v,v,. 

Quant a l’autre facteur on l’obtiendra en employant la formule connue 


r” — qq" 


pour a ae 
ao" —d 


Lund, 1868. 








Ueber einige Abbildungsaufgaben. 
Aus einer Mittheilung an Herrn Richelot in Königsberg. 


(Von Herrn H. A. Schwarz ın Halle.) 


‚Der Umstand. dass das Verständniss mehrerer Arbeiten Riemanns 
anfänglich nur einem kleinen Leserkreise zugänglich war, findet wohl darin 
seine Erklärung. dass Riemann es verschmäht hat, bei der Veröffentlichung 
seiner allgemeinen Untersuchungen das Eigenthümliche seiner Betrachtungs- 
weise an der vollständigen Durchführung specieller Beispiele ausführlich zu 
erläutern. 

Dies gilt auch von dem in Riemanns Dissertation Art. 21 hereeleiteten 
Satze, welcher mir zu Betrachtungen über Abbildungsaufgaben überhaupt den 
Anstoss gab, nämlich, dass es möglich sei, die Fläche einer einfach zusammen- 
hängenden Figur auf die Fläche eines Kreises zusammenhangend und in den 
kleinsten Theilen ähnlich abzubilden und zwar nur auf eine Art so, dass dem 
Mittelpunkte ein beliebig gegebener innerer Punkt und einem beliebigen Punkte 
der Peripherie ein beliebig gegebener Punkt der Begrenzung jener Figur 
entspricht. 

Herr Mertens. mit dem ich im Wintersemester 1863 — 64 die Vor- 
lesungen des Herrn Weierstrass über die Theorie der analytischen Funclionen 
hörte, machte gelegentlich mir gegenüber die Bemerkung, es sei doch eigen- 
thümlich, dass Aiemann von einer Function, welche z. B. die Fläche eines 
Kreises auf die Fläche eines ebenen geradlinigen Dreiecks conform abbilde, 
bereits die Existenz nachgewiesen habe, während die wirkliche Bestimmung 
einer solchen Function wegen der in den Ecken liegenden Unstetigkeiten der 
Begrenzungslinie die Kräfte der Analysis zur Zeit noch zu übersteigen scheine. 

Damals war mir kein specieller Fall einer Fläche mit vorgeschriebener 
Begrenzung bekannt, für den die Aufgabe der Abbildung dieser Fläche auf 
die Fläche des Kreises bereits mit Erfolg angegriffen worden. 

Indem ich als nahe liegende Speecialisirung die auf die Fläche eines 
Kreises abzubildende Figur als von geraden Linien begrenzt und speciell als 
Quadrat annahm, glaubte ich einen speciellen Fall der allgemeinen Aufgabe 
gefunden zu haben, dessen vollständige Lösung auch bei dieser Specialisirung 
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wissenschaftlichen Werth hätte und jedenfalls als eine anschauliche Illustration 
zum Art. 21 der Riemannschen Dissertation willkommen wäre. 

Zur Lösung dieser und vieler anderer Abbildungsaufgaben führt das 
fruchtbare Theorem: 

Entspricht bei einer analytischen Function einer stetigen Folge reeller 
Werthe des complexen Argumentes eine stetige Folge reeller Werthe der 
Function, so entsprechen je zwei conjugirten Werthen des Argumentes con- 
jugirte Werthe der Function. 

In der Ebene der complexen Grösse u sei abgegrenzt ein einfach zu- 
sammenhängender Bereich U’, dessen Begrenzungslinie ein endliches Stück / 
der reellen Axe enthält. 

Eine analytische Function ? des complexen Argumentes a, t=f(u). 
sei eindeutig definirt mit dem Charakter einer ganzen Function für alle dem 
Innern von U’ angehörenden Werthe von u; d. h. wenn «, einen beliebigen 
im Innern von U’ liegenden Werth von « bezeichnet, so ist f(a) für die in 
der Umgebung desselben liegenden Werthe von a in eine nach ganzen po- 
sitiven Potenzen von a—u, fortschreitende Reihe entwickelbar, welche für 
alle, dem absoluten Betrage nach hinreichend kleinen Werthe von u—«, con- 
vergirt. Bei der Annäherung von « an die Begrenzungslinie bleibe der Werth 
von £ stets endlich und sei für alle Punkte der Linie / reell; während die 
Variable « die Linie / durchläuft, ändere sich der zugehörende reelle Werth 
der Function £ stetig. 

Dem Gebiete U’ entspricht ein Gebiet U”, dessen Punkte zu den Punkten 
von U’ in Bezug auf die reelle Axe symmetrisch liegen. 

Für alle Punkte des Bereiches U” werde eine analytische Function 
dadurch erklärt, dass in den Bereichen U’ und U” conjugirten Werthen von 
u conjugirte Werthe von # zugeordnet werden. Denkt man sich die beiden 
Gebiete U’ und U” längs der Strecke / mit einander verbunden, so entsteht 
ein einfach zusammenhangender Bereich U’+U". Für alle dem Innern des- 
selben angehörenden Werthe von « ist der Werth der Grösse # eindeutig de- 
finirt und zwar für die im Innern von U’ und für die im Innern von U” lie- 
genden Werthe von « als analytische Function dieses Argumentes mit dem 
Charakter einer ganzen Function. Beim Ueberschreiten der Linie / und längs 
derselben ändert sich der Werth von £ stetig. Hieraus folgt, dass die für den 
Bereich U” erklärte Function f eine analytische Fortsetzung der für den Be- 
reich U’ erklärten Function ist und zwar eine Fortsetzung derselben über die 
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Linie / hinaus. Wenn, wie vorausgesetzt werden mag, der Bereich U’+ U” 
die Ebene (x) überall nur einfach bedeckt, kann der Beweis dieser Behauptung 
folgendermassen geführt werden. 

Nach einem Satze von Cauchy hat, wenn «, einen dem Innern von U’ 
angehörenden Werth von « bezeichnet, das Integral 

1 fu) 
Demi. urn au, 

wenn dasselbe im positiven Sinne über die Begrenzungslinien des Bereiches U’ 
oder über diejenige des Bereiches U” erstreckt wird, im ersten Falle den 
Werth f(w,), im zweiten den Werth Null. Bei der Addition dieser beiden 
Integrale heben sich die längs der Linie / zweimal und in entgegengesetztem 
Sinne auszuführenden Integrationen weg, und es stellt die Gleichung 


} 1 fu) 
fin) = SE 


ee du. 
wobei das Integral im positiven Sinne über die Begrenzung des Bereiches 





Inı u— u, 


U'+U" zu erstrecken ist, für alle im Innern dieses Bereiches liegenden Werthe 
von «, eine stetige Function dieses Argumentes dar, deren Werihe mit den 
Werthen der Function t= f(u) überall übereinstimmen. 

Hieraus folgt, dass die so erklärte Function auch für alle dem Innern 
der Strecke / angehörenden Werthe von « den Charakter einer ganzen Function 
besitzt. 

Es entsprechen also unter den gemachten Voraussetzungen conjugirten 
Werthen des Argumentes conjugirte Werthe der Function oder geometrisch: 
die Abbildung der Ebene (x) auf die Ebene (f) ist symmetrisch in Bezug auf 
die reellen Axen beider Ebenen: symmetrischen Punkten entsprechen sym- 
metrische Bilder. 

Macht man analytische Fortsetzungen der Function = (a) symmetrisch 
auf beiden Seiten der reellen Axe der Ebene (x), so gelangt man zu dem 
Resultate, dass singuläre Punkte irgend welcher Art entweder einzeln auf der 
reellen Axe oder paarweise symmetrisch zu beiden Seiten derselben liegen. 
Dieser Satz lässt sich sofort auf den Fall ausdehnen, dass bei der Abbildung 
durch eine analytische Function einem Stücke einer in dem Bereiche des Ar- 
gumentes liegenden oder einen Theil der Begrenzung desselben bildenden 
geraden Linie wieder ein Stück einer geraden Linie in derjenigen Ebene ent- 
spricht, deren Punkte die Werthe der analytischen Function geometrisch dar- 


stellen. 
14 * 
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Bei der speciellen Aufgabe der conformen Abbildung der Fläche eines 
Quadrates auf die Fläche eines Kreises lag die Vermuthung nahe, dass, wenn 
festgesetzt wurde, es solle dem Mittelpunkte des Quadrates der Mittelpunkt des 
Kreises entsprechen, die Bilder der vier Geraden, welche Symmetrieaxen des 
Quadrates sind, ebenfalls gerade Linien sein möchten. Diese Ueberlegung ergab 
die Lage der den vier Ecken des Quadrates bei der speciellen Festsetzung ent- 
sprechenden auf der Peripherie des Kreises liegenden vier singulären Punkte. 

Nun konnte die Lösung der angegebenen Aufgabe dadurch augenschein- 
lich vereinfacht werden, dass an die Stelle der Fläche des Kreises die Fläche 
einer Halbebene gesetzt wurde, welche aus jener durch Verwandlung mittelst 
reciproker Radii vectores erhalten werden kann; und zwar liegt die Verein- 
fachung, welche hierdurch herbeigeführt wird, in dem Umstande, dass nun die 
Begrenzungen beider auf einander abzubildenden Bereiche geradlinig sind. 

Nach dem oben angegebenen allgemeinen Gesetze kann demnach die 
abbildende Function über den Bereich des Innern des Quadrates hinaus, für wel- 
chen sie ursprünglich als erklärt gedacht wird, analytisch fortgesetzt werden. 

Wird der Mittelpunkt der Transformation in einem der singulären Punkte 
auf der Peripherie des Kreises angenommen, so ergiebt sich, dass die Punkte 
der reellen Axe t=». t=—1, t=0,.t=-+1 als singuläre Punkte ange- 
nommen werden können, während die auf der positiven Seite der reellen Axe 
liegende Halbebene eine conforme Abbildung des Innern des Kreises ist. 

Die gestellte Aufgabe verlangt, wenn die Lage eines Punktes im Innern 
des gegebenen Quadrates durch die complexe Grösse « bestimmt wird, dass 
die Variable £ für alle im Innern des gegebenen Quadrates liegenden Werthe 
von a als analytische Function von « mit dem Charakter einer ganzen Function 
eindeutig definirt sei, und dass die Werthe von £, welche den auf dem Um- 
fange des Quadrates liegenden Werthen von « entsprechen, reell sind. 

Der Bereich des Argumentes « kann nun nach dem oben angegebenen 
(resetze zunächst auf das Innere von vier an das gegebene Quadrat anstossen- 
den symmetrisch liegenden Quadraten und durch wiederholte Anwendung auf 
einen beliebig grossen Bereich der Ebene («) ausgedehnt werden. 

Es ergiebt sich hierbei, dass die Function # auch bei dieser Erweiterung 
des Gebietes ihres Argumentes eine für alle endlichen Werthe von x eindeutige 
und zwar doppelt periodische Function von « sein muss, während das Ver- 
hältniss zweier Fundamentalperioden gleich y—1 ist. 


Hiermit ist schon auf die lemniscatischen Functionen hingewiesen. — 
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Die Begrenzung des Quadrates hat in den vier Ecken desselben sin- 
guläre Punkte. Diese Punkte müssen bei der Forderung, dass die Fläche des 
Quadrates in den kleinsten Theilen ähnlich auf die Fläche des Kreises oder 
der Halbebene abgebildet werden soll, ausgenommen werden, sonst würde die 
gestellte Aufgabe eine nicht zu erfüllende Forderung enthalten. 

Jedes in der Nähe einer Ecke des Quadrates liegende Stück der Fläche 
desselben. ein in der Nähe des Scheitels liegendes Stück der Fläche eines 
rechten Winkels, muss durch die abbildende Function auf einen flachen Winkel 
abgebildet werden. 

Es entsteht hieraus die Aufgabe, die allgemeinste Function aufzufinden. 
durch welche der in der Nähe des Scheitels «= 0 liegende Theil der Fläche 
eines Winkels an [@«>>0Ö] in der Ebene u= re"; O0 yZ en; O<r<r, 
auf die Ebene t= oe”, 0 w7 rn conform so abgebildet wird, dass inner- 
halb der angegebenen Grenzen jedem Punkte #=re' ein stetig mit ihm fort- 
rückender Punkt #= ge‘? entspricht, während die Werthe 

=, 0 =>0 ei y=0,; gsan yon 
einander entsprechen. 


Die einfachste Function, welche eine solche Abbildung vermittelt, ist 
1 


e=u“, und jede andere Function f, welche eine Abbildung mit den ange- 
gebenen Eigenschaften ebenfalls herbeiführt, besitzt, als Function von vo be- 
trachtet, nach dem obigen Theoreme für den Werth »= 0 und die in seiner 
Umgebung liegenden Werthe von © den Charakter einer ganzen Function. 
Ebenso ergiebt sich auch umgekehrt ® als eine für den Werth {=0 und die 
in seiner Umgebung liegenden Werthe von £ eindeutige Function dieser Grösse 
mit dem Charakter einer ganzen Function. 


Man erhält daher folgende analytische Darstellungen: 
1 


ve=u; t= Coll+ao+ta,v+---), 
U tA+bt+b+--), 





== 


Jen 


u=v; u=—f(l+ct+otf+---). 


Die Constante C ist von Null verschieden und positiv; die Coefficienten a, b, 
haben sämmtlich reelle Werthe; letzteres folgt daraus, dass allen hinreichend 
kleinen positiven Werthen von «, beziehlich von © wieder positive Werthe 
von £ entsprechen sollen. 
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Bei einer Abbildungsaufgabe ist die Lage und absolute Grösse der 
Figur in der Ebene (w), auf welche eine gegebene Figur in der Ebene (?) 
abgebildet wird, im Allgemeinen gleichgültig. Hierdurch werden in die all- 
gemeine Lösung der Abbildungsaufgabe zwei willkürliche Constanten eingeführt, 
welche diese Lage -und absolute Grösse bestimmen: Ist «= f(t) eine Function, 
welche die Figur T in der Ebene (t) auf eine Figur U in der Ebene (w) ab- 
bildet, so ist auch «= (,#+C, eine solche Function, nur liegt die entsprechende 
Figur U’ in der Ebene (w') an einer anderen Stelle, ist in einem anderen 
Massstabe ausgeführt und gegen die vorige Lage gedreht. Wenn es nun dar- 
auf ankommt, die charakteristischen Eigenschaften der Abbildung einer Figur T 
auf eine Figur U auszudrücken, so muss eine Abhängigkeit zwischen den 
Grössen » und # aufgesucht werden, welche von der besonderen Lage und 
der absoluten Grösse der Figur U in der Ebene (x) unabhängig ist, d. h. es 
ist eine Differentialgleichung aufzustellen, in deren allgemeinem Integrale die 
Constanten C, und C, als Integrationsconstanten auftreten. 

Es ergiebt sich 


du os du 
Fee Fe 
d 2 du’ FR d lo du 
dt der ’y © ru 


Diese Function ist also von der besonderen Lage und absoluten Grösse der 
Figur U in der Ebene (x) unabhängig. 


E du d Bil ; : en. 
Der Uebergang von a zu ee und = log —- ist insofern ein wichtiger 
. RE . % du n 
Schritt, weil alle diejenigen Werthe von f£, für welche ar gleich Null oder 


d du r . ‚ 
unendlich, ar log er unendlich gross wird, für die Abbildungsaufgabe als 





singuläre aufzufassen sind, in denen von einer ähnlichen Abbildung im eigent- 
lichen Sinne nicht mehr die Rede sein kann. 


In dem eben betrachteten Falle der Abbildung eines Winkels z auf 
einen Winkel «zz ist 


du 


d a— 1 
Ir log —,- = a man a. Du a > date 


Diese Function hat also in der Umgebung des Werthes {=0 den Charakter 


einer gebrochenen rationalen Function. Die Coefficienten d,... haben sämmt- 


d du 


lich reelle Werthe, und es ist mithin der Werth von log 


für diejenigen 


dt ? dt 
reellen Werthe von £, für welche die Reihe convergirt, ebenfalls reell. — 
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Handelt es sich darum, die Fläche einer Figur T in der Ebene (f) 
auf einen von einer einfachen (d. h. durch keinen Punkt mehr als einmal 
gehenden) Linie begrenzten, ganz im Endlichen liegenden Bereich U in der 


® : RR: . Es 3; 2 , 
Ebene (w) abzubilden, so ist im Voraus bekannt, dass — für keinen im Innern 


dt 
von T liegenden Punkt gleich Null oder unendlich gross werden kann, dass 
d du pn ’ h | 
daher — log, für alle diese Werthe von £ den Üharakter einer ganzen 


Function besitzen muss. 

Im vorliegenden Falle sind = —1, t=0, t=-+1 die im Endlichen 
liegenden singulären Werthe der Grösse t; « ist gleich 4. Die Function 
welche für alle reellen Werthe von # ebenfalls reelle endliche Werthe besitzt, 
hat für alle endlichen Werthe von t, deren imaginärer Theil positiv ist, den 
Charakter einer ganzen Function, also hat dieselbe für alle endlichen Werthe 
von t den Charakter einer ganzen Function. Für die unendlich grossen Werthe 
von £ ergiebt sich die Entwickelung 


: ee 
U—-U, = oo (+++); 
mithin 
d du “Ar. Bi 1 
ui — nd — 0 — | —— ae 
dt log dt y- f +d: 1? | d;: p | ’ 
1 h 
also wird die Function log für alle unendlich grossen Werthe von / 
unendlich klein, es ist daher log ge; eine rationale Function von £ und 
a 1 
zwar gleich — I 1 +— —+ nr) Hieraus ergiebt sich durch Integration 
1 > 
log Fr = —4log4t(1—F)+logC,. 





2 
u cf Bi. 
y4(1—t‘) 


Man kann sich leicht überzeugen, dass in der That durch das lemniscatische 


' /- dt 
u = nn 
0 } 4(1—”) 


das Innere jeder der beiden Halbebenen, in welche die Ebene (f) durch die 


Integral 
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reelle Axe getheilt wird, auf das Innere je eines Quadrates mit der Seite 
Ir 2 a conform abgebildet wird. Durch die Substitution Pi geht 
y4(1—t’) ti 

man von der auf der positiven Seite der reellen Axe der Ebene £ liegenden 

Halbebene auf die Fläche des in der Ebene (s) liegenden mit dem Radius 1 

um den Punkt s=0 beschriebenen Kreises über. | 


Durch die Functionen 








dur) ‚ s=sinama, (k=y-1) 


werden die in der Ebene (s) liegende Fläche des um den Punkt s=0O mit 
dem Radius 1 beschriebenen Kreises und die Fläche des in der BO (a) 





liegenden Quadrates mit den Ecken K, Ki, —K, —Ki, wo K=/72 zu- 





yi-— 
sammenhängend und in den kleinsten Theilen ähnlich auf einander RN 


Um diese Abbildung durch eine Zeichnung zu veranschaulichen, habe 
ich für die aus „;/ und „!;Ki ganzzahlig zusammengesetzten Werthe von x, 
soweit sie für diesen Zweck in Betracht kommen, die entsprechenden Werthe 
von s berechnet *) und danach die folgende Zeichnung entworfen, in welcher 
die Figur des Quadrates und die des Kreises um 45° gedreht erscheinen. 


*) Tabelle der Werthe, welche die Function snamu (k=Y-—JÄ) für die aus 
j ’ 























. ” ; : m-+ni ,, ’ 
';K und „'; Ki ganzzahlig zusammengesetzten Wertlie u = ni annimmt, wenn 
m—nZzQ, mn Zi. 

n 
| u | | | 
- 0,7071 1) | N) 
J +0,70718) | 
EEE. | 00 v_ BIN Per u 
PETER | re 
4 0,5407 | 0,6078 | 0,8633 | 
+0,54074|4+0,53368) +0,5047:) 
| AUT TE 3 Pi se ıu | . 
3 | 1 0,3971 | 0,5366 | 0,6702 | 0,8200 | 0,9537 | 
5 | +0,397 18) +0,39#1 2) +0,38153| +0,3525.| -+0,30088 | 
N a ne EEE. TED" | - 
2 0,2627 | 0,3956 | 0,5201 0,6608 | 0,7866 | 0,8095 | 0,9906 | | 
1+0,26278)+0,26174| 40,257 18] +0,2455:| +0, 22354 40.1877 +0,13674) 
a 1 Ba a El a KB nie se EN FE ii. PIERRE N. 
| | | | - | 
1 | 01311 | 0,2694 | 0,394| 0,598] 0,6481 | 0,7649) 0,8671 | 0,9476 | 0,0004 
| +0,13 118 +0,1309:| +0, 12994) +0, 12684] +0, 1222| +0, 1084| 4.0,09035) +0,06534| 0,0344 
—| ————— | 1 u u - | u MEN. UHREN TE 
| I | l | | | 
0 0 | 0,1311 | 0,2621 | 0,3924 | 0,5205 | 0,6436 | 0,7574 0,8563 | 0,9335 | 0,9830 ur 
| | | | | | | | 
| | \ i | ) | | | | | 
0 1 | 2 3 | 4 | h) | 6 | 7 8 | 9 | 10 | m 
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Durch diese Abbildung erhält der von Abel bewiesene Salz. dass der 


sich dureh Auflösune 


).n 


' ’ K N i »—-qi)h 
Werth von sinam ——— , überhaupt von sinam —- 
ZZ ? 4 


von quadratischen Gleichungen ergiebt, wenn 2” +1 eine Primzahl, p und y ganze 
Zahlen sind, die geometrische Bedeutung, dass die den Punkten im Innern des 


- ( IM i) K . , . ' 
Quadrates u — KM — entsprechenden Punkte s im Innern des Kreises durch 
- u 


geometrische Construclionen,. welche nur die Anwendung des Zirkels und 





Lineals erfordern, gefunden werden können. 
Tritt an die Stelle des Quadrates ein Rechteck. dessen Seiten sich wie 
2K zu K’ verhalten, so wird die Abbildung der Halbebene T auf ein dem vor- 


gelegten Rechtecke ähnliches Rechteck vermittelt durch das elliptische Integral 


wenn der Modul % aus der Gleichung 





DI IPA TFT) 
= NN arDaHDiHN.-. 
K' 


K T 


bestimmt wird, in welcher qg= e zu seizen ist. 





Wenn es sich darum handelt, das Innere einer Halbebene T auf das 
Innere eines geradlinigen Dreiecks mit den Winkeln «rn, Pr, yrı conform ab- 
zubilden, so erhält man durch eine der angegebenen Schlussfolgerung ganz 
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analoge für die die Abbildung vermittelnde Function die Form 


1 > f \a, 
Cu+Q, = / t— a)" (t— by (t—e)’ dt. 


Hierbei sind die drei reellen Grössen a, b, e übrigens willkürlich, wenn 
sie nur auf der Begrenzung der Halbebene T in Beziehung auf das Innere 
derselben in demselben Sinne auf einander folgen, wie die Winkel on, P7, 
yıı des Dreiecks auf dem Umfang desselben in Beziehung auf das Innere. 

Mit diesem Resultate war die Form derjenigen Function gefunden, durch 
welche die Fläche einer Halbebene auf die einfach zusammenhangende Fläche 
irgend eines ebenen geradlinig begrenzten Polygons abgebildet wird. Nur 
können in dem allgemeinen Falle eines »-Ecks von den » Grössen a, b, 
ec, d... nur drei willkürlich gewählt werden, die übrigen »—3 sind durch 
die gegebenen Verhältnisse der Längen der einzelnen Seiten bestimmt. 

Ist das Vieleck ein reguläres »-Eck und wird die Fläche der Halb- 
ebene durch die Fläche eines Kreises ersetzt, so wird diejenige Abbildung 
der Fläche des Kreises auf die Fläche des »-Ecks. bei welcher die Mittel- 
punkte beider Figuren einander entsprechen, durch die Function 





herbeigeführt. 

Diese hier angegebenen Resultate habe ich im Frühjahre 1864 im mathe- 
matischen Seminar der Berliner Universität vorgetragen und bei meiner Pro- 
motion der philosophischen Facultät derselben Universität vorgelegt. 

Im August 1866 sind dieselben von Herrn Weierstrass der Berliner 
Akademie mitgelheilt worden. 

In Beziehung auf die Aufgabe der Abbildung der Fläche eines gerad- 
linigen Polygons auf die Fläche eines Kreises hatte ich die Freude, die Unter- 
suchungen des Herrn Christoffel über diesen Gegenstand: Sul problema delle 
iemperalure stazionarie e la rappresentazione di una data superficie, Annali 
di Matematica. Tomo I’ 1867, den meinigen begegnen zu sehen. 

Den Nachweis der Möglichkeit der Constantenbestimmung streng zu 
führen. ist mir für den Fall »=4 gelungen; für den allgemeinen Fall ver- 
danke ich einen strengen Beweis hierfür einer güligen Mittheilung des Herrn 


Weierstrass. 
Die angegebene Formel lässt sich leicht auf den Fall ausdehnen, dass 
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das geradlinig begrenzte Polygon in seinem Innern Windungspunkte oder den 
unendlich fernen Punkt der Ebene enthält. 

So wird z. B. das Innere des Kreises in der Ebene /s) mit dem Mittel- 
punkte s=0O und dem Radius 1 durch die Formel 


u - /I ai £ ds 


Ss 
auf das Aeussere eines Quadrales conlorm abgebildet; dem Mittelpunkte s = 0 
entspricht der unendlich weit entfernte Punkt der Ebene (x). 

Hiermit ist zugleich die Wärmeaulgabe für das Aeussere eines (Quadrales 
als im Prineip gelöst zu betrachten. — 

Es lae nun der Wunsch nahe, auch für die Abbildung einer von einer 
stelig gekrümmten Linie begrenzten Fläche auf die Fläche eines Kreises ein 
einfaches Beispiel zu besitzen, und welche Figur konnte sich hierzu eher dar- 
bieten als die Ellipse? 

Hier führte die Untersuchung der durch die einfacheren analvtischen 
Functionen vermittelten Abbildungen auf einem befriedigenden Wege zum Ziel. 

Das Innere einer Parabel in der Ebene (x) mit dem Brennpunkte «= 0 
und dem Scheitel «= 1 wird auf das Innere eines Kreises in der Ebene 's 


mit dem Mittelpunkte s=0 und dem Radius 1 abgebildet durch die Function 


Das Innere einer Eilipse mit den Brennpunkten „=+1 und den Scheiteln 
a—=+ta, +bi wird durch die Funelion 


Y \ 
B 4 . 
s — sin am(- - aresin®) 
ı 


l 


vf; 
? 


auf das Innere eines Kreises mit dem Mittelpunkte s=0 und dem Radius 
abgebildet, wenn der Modul # durch die Gleichungen 
a—b\ —s(i+-g)(i+g°)... 1° 
le, ee 
7 a+b/? a I+g) (14°)... ) 
bestimmt wird. 





Die einfachste krumme Linie ist der Kreis. Bei der Aufgabe. die 
Fläche einer von Kreisbogensirecken begrenzten Figur in der Ebene (x) auf 
die Fläche einer Halbebene T abzubilden. führt eine der oben für die Abbil- 


Br: Di 
5° 
« 
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dung geradlinig begrenzter Polygone angegebenen ganz analoge Schlussfolgerung 
zum Ziele. 
Wenn die von Kreisbogen begrenzte Figur in der Ebene (x) durch 


die Function 


auf eine Ebene («') abgebildet wird, so ist die entsprechende Figur in der 
Ebene #) ebenfalls von Kreisbogen begrenzt. unter denen sich auch gerad- 
linige Strecken befinden können. 

Um ein für alle diese Abbildungen. welche aus einander durch Trans- 
formation mittelst reeiproker Radii vectores abgeleitet werden können, zugleich 


seltendes Resultat zu erhalten, eliminire man die Constanten Ü. 














Es ist 
d Fr du' d Io du 5; Ü, 
> N —  — — era 
dt ” = dt > dt Cu+C, ’ 
d du! d’ ER CO: 
Kr EN NE a ie 
dt 2. u 9 (C,u + C,)’ 


jezeichnet man die Function 


d’ = . Zu 
7 log — nn HS4 _ Tr F(u.t) 
u er 05 ar da 


so folgt hieraus, dass Br !) = P(u,t) I dass mithin der Ausdruck 7 von 
den Constanten C unabhängig ist. 

Zwei eine Ecke der Begrenzungslinie der Figur bildende Kreisbogen 
mögen mit einander den im Innern der Figur liegenden Winkel a einschliessen. 
Die Constanten C lassen sich so wählen, dass dieser von zwei Kreisbogen- 
strecken gebildeten Ecke in der Ebene (x) eine von zwei geradlinigen Strecken 
gebildete Ecke in der Ebene («') entspricht. 


Dann hat, wenn dem Eckpunkte der Werth t=1t, entspricht, die Function 
d du' 


m log - 7 für die in der Umgebung des Werthes f= £, liegenden Werthe von 
( ( ar 
{ nach dem Obigen die Entwickelung 

a—1 


BL’ +d+d,(t— I)+- "... 


in welcher die Coefficienten d reell sind. 
Also hat die Function _ t)= P(w,t) die Entwickelung 
1— a’ 


u. 1, +d,+0d; (-b)+ 





in welcher die Coefficienten d ebenfalls reell sind. 
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Enthält das Kreisbogenpolygon in seinem Innern keinen Windungspunkt, 
so hat die Function 7(w, t) für alle im Innern der Halbebene liegenden Werthe 
von Z! den Charakter einer ganzen Function; da sie für alle reellen Werthe 
von £ ebenfalls reelle Werthe hat und den Charakter einer rationalen Function 
besitzt. so ist dieselbe eine rationale Function /F\t) von t. 

Die Aufgabe der Abbildung der Fläche eines von Kreisbogen gebildeten 
Polygons auf die Fläche einer Halbebene ist also zurückgeführt auf die Lösung 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung 

P(u,t) = Fit) 
und die Bestimmung einer Anzahl Constanten. 

Diese Lösung lässt sich leicht auch auf den Fall ausdehnen. dass Win- 
dungspunkte im Innern des Kreisbogenpolygons enthalten sind; es wird die 
‘ationale Function F(t) in diesem Falle auch für complexe Werthe von £ un- 
endlich gross, und die Anzahl der zu bestimmenden Constanten und der zu 
erfüllenden Bedingungsgleichungen wird vergrössert. 

Es ist leicht zu zeigen, dass das allgemeine Integral der Differential- 
gleichung (u, t) = F(t) sich als Quotient zweier Lösungen derselben linearen 
Differentialgleichung zweiter Ordnung mit rationalen Functionen als Coefficienten 
darstellen lässt. Diese Bemerkung verdanke ich einer güligen Mittheilung des 
Herrn Weierstrass. 

Ist die abzubildende Figur ein Kreisbogendreieck,. so ist die lineare 
Differentialgleichung diejenige der hypergeometrischen Reihe, und die Bestim- 


mung der Constanten ist ohne Auflösung transcendenter Gleichungen ausführbar. 


Vermittelst des als Function der oberen Grenze betrachteten Integrals 

u . va “r 

U— U, = / (t—- a)" (t— by’ (t- ec) dt, 

in welchem a, b, ce reelle, «, 5, y positive Constanten bezeichnen, welche 
der Bedingung «&+/P5-+y=1 genügen, wird das Innere der beiden Halbebenen 
T' und T”, in welche die Ebene (t) durch die reelle Axe getheilt wird, auf 
das Innere zweier geradlinigen und einander symmetrischen Dreiecke U’ und 

U" mit den Winkeln an, Pr, yr conform abgebildet. 
Die Ebene (£) möge durch Verwandlung mittelst reciproker Radii 
veciores auf die Oberfläche einer Kugel conform so abgebildet werden, dass der 
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reellen Axe der Ebene (f) ein grösster Kreis der Kugel entspricht. Es ent- 


S 


prechen dann symmetrischen Punkten auf beiden Halbkugeln symmetrische 
Bilder in den Flächen der beiden ebenen Dreiecke. 

Bringt man nun die beiden Dreiecke in eine solche Lage, dass ihre 
entsprechenden Ecken zusammenfallen, und denkt sich, dass ihre in der Vor- 
stellung von einander verschiedenen und getrennten Flächen die Punkte der 
beerenzungsiinie gemeinsam haben und längs derselben eine Falte bildend 
zusammenhangen, so erhält man eine geschlossene einfach zusammenhangende, 
ein Dreieck mit den Winkeln oz, 57, ya überall doppelt bedeckende Fläche U. 
Längs der Begrenzung dieses Dreiecks besitzt die Fläche U eine Falte, längs 
welcher die beiden Blätter mit einander stetig zusammenhangen. Dieselbe 
kann auch aufgefasst werden als Oberfläche eines dreiseitisen Prisma mit un- 
endlich kleiner Höhe. 

Dieser Fläche entspricht nun eindeutig die ganze Kugelfläche. In allen 
Punkten mit Ausnahme der den Ecken entsprechenden ist die Abbildung in 
den kleinsten Theilen ähnlich, in diesen Punkten ist die Abbildung eindeulig 
und stetig. 

Wenn über den Integrationsweg nichts festgesetzt ist, so ist die Integral- 
funelion a@ eine unendlich vieldeutige Function der oberen Grenze x, und auch 
x ist im Allgemeinen eine unendlich vieldeulige Function von a. 

(Ausnahmen treten nur für folgende Werthsysieme von @ 9 y ein: 

Es 
Vergl. Christoffel a. a. ©. pag.99 und Briot et Bouquet, Theorie des fonctions 


13 6» 3 3 y 3 6 2 
doublement periodiques, pag. 306 u. 308.) 

Die verschiedenen Werthe, welche « bei irgendwie angenommenem In- 
tegrationswege für einen bestimmten Werth von x erlangen kann, lassen sich 
stets aus einem dieser Werthe mit Hülfe der Fläche U geometrisch ableiten, 
indem man sich vorstellt, dass das Netz der Fläche U durch Abwickelung der- 
selben unendlich oft auf die Ebene (x) ausgebreitet wird. 

Es ergiebt sich auf dieselbe Weise aus der Abbildung der Fläche eines 
Kreises auf die Fläche eines geradlinigen »-Ecks die Abbildung der Ober- 
fläche einer Kugel auf die beiden Seiten der Fläche dieses »-Ecks. 

Die Umkehrung dieser Aufgabe ist ein specieller Fall folgender all- 
semeineren Aufgabe: Die geschlossene einfach zusammenhängende Ober- 
fläche eines von ebenen Flächen begrenzten Polyeders auf die Oberfläche 


einer Kugel eindeutig so abzubilden. dass mit Ausnahme der den Ecken ent- 
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sprechenden Punkte die Abbildung überall in den kleinsten Theilen ähnlich, 
in diesen Punkten aber die Stetigkeit nicht unterbrochen sei. 

Unter der Voraussetzung, dass eine Abbildung mit den angegebenen 
Eigenschaften überhaupt möglich ist, gelangt man zu folgender Lösung: Die 
Oberfläche des Polveders wickele man auf eine Ebene ab und bezeichne, die 
complexe Coordinate eines Punktes innerhalb des auf die Ebene ausgebreileten 
Netzes der Polyederoberlläche mit «. Die Oberfläche der Kugel bilde man 
direct eindeutig auf eine Ebene (x) ab, so ist zu selzen 


lu 2 
kn -— CII(c- ”,) | 


dx 


In dieser Formel, welche ich Herrn Weierstrass im Jahre 1866 mitgetheilı 
habe, bedeutet x, den einer Ecke des Polyeders entsprechenden Werth von 
x, während die Summe der in dieser Ecke zusammenstossenden Kantenwinkel 
gleich 2«,r ist und das Product // über alle Ecken des Polyeders zu er- 
strecken ist. Die über alle Ecken des Polyeders erstreckte Summe I(«,—1) 
hat den Werth —2, wenn der Werth z= x nicht einer Ecke des Polyeders 


entspricht, wie aus dem Eulerschen Satze über Polyeder folgt. 


Die Richtigkeit dieser Formel lässt sich — die Möglichkeit. einer 
solchen Abbildung immer noch vorausgeseizt — durch die Betrachtung der 


Function lg beweisen, auch lässt sich zeigen, dass die Constanten «, 
bis auf drei willkürliche Constanten einer gebrochenen Substitution ersten 
Grades durch die Bedingungen der Aufgabe eindeutig bestimmt sind; es ist 
mir indessen bis jetzt nicht gelungen, den strengen Nachweis zu führen, dass 
es für jedes vorgegebene Polyeder möglich ist, diese Constanten den Be- 
dingungen der Aufgabe gemäss wirklich zu bestimmen. In einigen Fällen ist 
diese Constantenbestimmung a priori ausführbar, z. B. wenn das vorgegebene 
Polyeder ein reguläres ist. 

So wird die Abbildung der Kugeloberfläche auf die Oberfläche eines 
Würfels vermittelt durch das Integral 


x dx 
u= I! — _———. 


“ Y1—142'-+2° 
(Vergl. Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1865, p. 150.) 
Mit der Abbildung der Oberflächen der regulären Polyeder auf die Kugel lässt 
sich eine Anzahl analytischer Probleme in Verbindung bringen, unter denen 
ich hier folgendes namhaft mache: Alle sphärischen Dreiecke zu finden, welche 








120 Schwarz, über einige Abbildungsaufgaben. 


durch alsebraische Funetionen der Coordinaten auf die Fläche eines Kreises 


abgebildet werden können. 


Dass es stets möglich ist, die einfach zusammenhängende Fläche, welche 
von einer aus Stücken analvtischer Curven bestehenden einfachen Linie be- 
erenzt ist, auf die Fläche eines Kreises zusammenhangend und in den kleinsten 
Theilen ähnlich abzubilden, hat Atiemann wit Zuhülfenahme des sogenannten 
Dirichletschen Prineipes zu beweisen gesucht. 

Da gegen die Zulässigkeit dieses Principes bei einem Existenzbeweise 
hinsichtlich der Strenge gegründete Einwendungen geltend gemacht worden 
sind, war es wünschenswerth, ein Beweisverfahren zu besitzen, gegen welches 
die bezüglich des Dirichletschen Principes geltend gemachten Bedenken nicht 
erhoben werden konnten. 

Für den Fall. dass die Begrenzungslinie der abzubildenden Figur in 
allen Punkten nach aussen convex ist, habe ich einen solchen Beweis in einer 
in November v. J. Herrn Weierstrass überreichten Abhandlung zu führen 


versucht. 


Halle a. S., im Februar 1869. 
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Conforme Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders 


auf die Oberfläche einer Kugel. 
(Von Herrn H. A. Schwarz in Halle.) 


Die vorliegende Abhandlung stellt sich folgende Aufgabe: 

Die Oberfläche einer Kugel auf die Oberfläche eines Tetraeders con- 
form so abzubilden, dass jedem Punkte der einen Fläche ein einziger Punkt 
der andern entspricht. 

Die Untersuchung zerfällt in zwei Theile. 

Der erste Theil geht aus von dem als Function der oberen Grenze 
betrachteten Integrale 

uU—U, = c./ (2-0) (2—b)P-' (2— ce)" (z-d)’" de, 

in welchem a, b, c, d beliebige complexe und «, , y, Ö reelle zwischen 0 
und 1 liegende und der Bedingung &+P9+y-+0d=2 genügende Constanten 
bezeichnen, und beschäftigt sich mit dem Nachweis. dass in der Ebene (u 
dieses Integrals sich stets das Netz U, der Oberfläche U eines Tetraeders 
ABCD angeben lässt, auf welche die ganze Ebene (x) oder eine dieser Ebene 
entsprechende Kugelfläche conform abgebildet wird, so dass das gegenseitige 
Entsprechen der Punkte beider Flächen ein eindeutiges ist. 

Der zweite Theil hat den Beweis zu führen, dass für jedes vorgegebene 
ganz im Endlichen liegende Tetraeder A,B,C,D, sich die angegebenen Con- 
stanten stets und zwar, abgesehen von drei willkürlichen Constanten einer ge- 
brochenen Function ersten Grades, auf eindeutige Weise so bestimmen lassen. 
dass das vorhin charakterisirte Tetraeder ABCD mit dem gegebenen A,B,C,D, 


übereinstimmt. 


I. 


Die Lage eines in einer Ebene (x) liegenden beliebigen Punktes möge 
durch den Werth der unbeschränkt veränderlichen Grösse x ausgedrückt werden: 
a, b, c, d seien vier von einander verschiedene specielle Werthe derselben. 
welchen ebenso viele in der Ebene (x) liegende Punkte entsprechen. 
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Die Theile der Ebene (r) mögen nun durch die Integralfunction 


N .; / (2-0) (2-5 (2 eo) (2 —d)’" dr, 
Xo 


in welcher C eine complexe, «, , y, ld reelle zwischen O und 1 liegende 
Constanten bezeichnen, zwischen denen die Gleichung 

@+ß+y+0d = u 
besteht, auf Theile einer Ebene («) conform abgebildet werden. 

Für das Innere jedes einfach zusammenhängenden Bereiches X der 
Ebene (x). welcher in seinem Innern keinen der Punkte a, b, c, d enthält, 
kann ein Zweig der zu integrirenden Function als stetige Function des Ortes 
eindeutig erklärt werden, sobald für einen im Innern von X liegenden Werth 
von x einer der Werthe der Function fixirt wird. Aus diesem einen Zweige 
wird jeder andere Zweig der Function durch Multiplication mit einem Factor 
e”" erhalten. wenn mit z ein Ausdruck m..c+m;.ß+m,.y-+ my.d bezeichnet 
wird, in welchem die Coefficienten m ganze posilive oder negative Zahlen 
bedeuten, einschliesslich der Null. 

Da die zu integrirende Function für keinen Werth von x unendlich 
gross erster Ordnung wird, so folgt, dass für einen solchen Bereich auch ein 
Zweig u der Integralfunction eindeutig erklärt werden kann, und dass jeder 
andere Zweig «, derselben durch die Gleichung a, = e”*".«u-+ Const. erhalten 
werden kann. 

Für die hier näher zu untersuchende Abbildung sind die Verzweigungs- 
werthe a, b, ce, d die einzigen singulären Werthe von x. Für die in der 
Umgebung eines solchen Punktes, z. B. des Punktes a liegenden Werthe von 
x hat die Function # die Entwickelung 

a—u = C,(2-a)[1+P(2-a)], 
worin P(r—.a) eine nach steigenden ganzen positiven Potenzen von x—a 
fortschreitende Potenzreihe bedeutet, welche für alle dem absoluten Betrage 
nach hinreichend kleinen Werthe von 2—a convergent ist. 

Zieht man daher vom Punkte « aus eine einfache, d. h. durch keinen 
Punkt mehr als einmal gehende Linie Lad), welche die Punkte 5 und e nicht 
enthalten und im Punkte d endigen möge, so kann man die Function « für 
alle in der Umgebung des Punktes a liegenden Werthe von x, welche der 


Linie L(ad) nicht angehören, als stetige und eindeutige Function von x er- 
klären; für diejenigen Werthe x aber, welche in der Umgebung des Punktes «a 
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liegen und der Linie ZL(ad) angehören, hat die Function w— «a, dann zwei 
Werthe, deren Quotient gleich e’“" ist. 

Die den beiden Ufern der Linie Z(ad) in der Ebene (x) entsprechenden 
Curven stimmen aus diesem Grunde der Gestalt nach überein und lassen sich 
durch eine Drehung um den Punkt «, und um den Winkel 2«7 mit einander 
zur Deckung bringen. 

Zieht man, wie von a nach d die Linie L(ad). ebenso von b und e 
nach d einfache Linien L(bd) und L{ed), welche weder sich selbst. noch ein- 
ander schneiden, so bilden alle diesen Linien nicht angehörenden Werthe von 
x einen einfach zusammenhängenden, den unendlich weit entfernten Punkt der 
Ebene (x) enthaltenden Bereich X mit der in sich zurückkehrenden Begren- 
zungslinie L(adbdeda). 

Für jeden im Innern dieses Bereiches liegenden endlichen Werth von 


x hat u den Charakter einer ganzen Function. Für die in der Umgebung des 


) 


Werthes x = x liegenden Werthe von x lässt sich «, da e+P-+y+Jd=2 
ist. in eine Reihe von der Gestalt 


u-u._=0. - 1 ı$B )] 


entwickeln: dieser Werth ist also für die Function « und die durch dieselbe 
vermittelte Abbildung kein eigentlich singulärer. 

Hieraus folgt, dass u für alle im Innern des Bereiches A liegenden 
Werthe von x als eine eindeutige, stetige und überall endliche Function von 
x erklärt werden kann. 

Für alle Werthe von x, welche den Linien Z angehören, hat « im 
Allgemeinen zwei Werthe, für die Werthe a, b, ce je einen Werth und für 
den Werth d drei Werthe. 

Das Gebiet aller Werthe von x, welche zu den innerhalb des Bereiches 
X liegenden Werthen von x gehören, sei mit U, bezeichnet. Dieses Gebiet 


. ’ . du ) ” 
hat in seinem Innern keinen Windungspunkt, denn —- wird für keinen end- 


lichen Werth von x gleich Null und dem Werthe & = x entspricht kein Win- 
dungspunkt von U,. 

Der Begrenzungslinie L(adbdeda) von X entspricht in der Ebene («) 
die Begrenzungslinie von U, nämlich eine Linie AD”BD'CD"A. Die einzelnen 
Seiten dieses Curvensechseckes AD” und AD”, BD" und BD’, CD’ und CD" 


haben beziehlich dieselbe Gestalt und bilden mit einander die im Innern von 
16 * 
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U, liegenden Winkel 2er, 297, 2yrr. Die Summe der Winkel in den Eck- 
punkten D’, D", D" beträgt 2dn. 

Es wird nun gezeigt werden, dass man die Linien L(ad), L(bd), L(cd) 
stets so ziehen kann, dass die entsprechenden Stücke der Begrenzung von 
U, gerade Linien werden und gleichzeitig die Figur U, das Netz der Ober- 
lläche U eines Tetraeders ABCD darstellt, dessen Kanten mit den gleichbe- 
nannten geradlinigen Strecken der Figur U, gleiche Länge haben. 

Es ist nun ein specieller Fall vor der Betrachtung des allgemeinen 
besonders zu berücksichtigen. 

Die vier Punkte a, b, c, d in der Ebene (x) können nämlich die be- 
sondere Lage haben, dass sich durch dieselben ein Kreis oder eine gerade 
Linie legen lässt. 

Geht man von der Ebene (x) durch Transformation mittelst reciproker 
Radii vectores zu einer dieser Ebene entsprechenden Kugelfläche über, so 
liegen die den Punkten a, b, ce, d entsprechenden Punkte auf einem Kreise, 
welcher die Kugellläche in zwei Calotten theilt. 

Durch eine geeignete Wahl des Transformationsmittelpunktes kann man 
bewirken, dass dieser Kreis ein grösster Kreis der Kugel wird. Die Flächen 
der beiden von diesem Kreise begrenzten Halbkugeln werden mittelst der In- 
tegralfunction conform abgebildet auf zwei symmetrische ebene geradlinige Vier- 
ecke mit den Winkeln an, pn, ya, On, die ganze Kugelfläche also auf eine 
geschlossene einfach zusammenhängende Fläche U, bestehend aus den längs 
ihrer begrenzungen zusammenhängenden und eine Falte von U bildenden Flächen 
der beiden symmetrischen Vierecke. 

Es sei gestattet, hier eine Bemerkung einzuschalten. Ist in dem be- 
trachleten Falle e=9?=y=0d=4, so gelangt man zu dem elliptischen In- 
tegrale erster Art mit reellem Modul und rein imaginärem Periodenverhältniss, 
und erhält durch die elliplischen Functionen vermittelt die Abbildung der 
Oberfläche eines doppelt zu denkenden Rechteckes auf die Oberfläche einer 
Kugel. 

Nun kann man nach Jacobi *) miitelst elliptischer Integrale dritter Art, 
welche die elliptischen Coordinaten eines Punktes des Ellipsoids enthalten, 


*) Monatsberichte der Berliner Akademie, M. April 1839, Seite 64. 
Schering: Ueber die contorme Abbildung des Ellipsoids auf der Ebene. Göttingen 1858. 
Jacobi: Ueber die Abbildung eines ungleichaxigen Ellipsoids auf einer Ebene, bei wel- 


cher die kleinsten Theile ähnlich bleiben. Dieses Journal Band 59, Seite 74—88. 1861. 
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die Oberfläche eines ungleichaxizen Ellipsoids auf eine Ebene conform so ab- 
bilden, dass einer Hälfte der Ellipsoidoberfläche das Innere eines Rechteckes, 
der die vier Nabelpunkte enthaltenden Ellipse der Umfang desselben und den 
Nabelpunkten selbst die Ecken des Rechtecks entsprechen. 

Der ganzen Ellipsoidoberlläche entspricht also hierbei das doppelte 
Rechteck. Durch Zusammensetzung dieser Abbildung mit der so eben be- 
trachteten durch elliptische Functionen vermittelten erhält man die allgemeine 
Lösung der Aufgabe: Die Oberfläche eines ungleichaxigen Ellipsoids auf die 
Oberfläche einer Kugel conform so abzubilden, dass das gegenseitige Ent- 
sprechen der reellen Punkte beider Flächen ein eindeutiges ist. 

Es ergiebt sich hierbei, dass den beiden Schaaren der Krümmungslinien 
auf dem Ellipsoid zwei Schaaren von Curven vierter Ordnung auf der Kugel 
entsprechen. | 

Wenn nun die vier Punkte a, b, ec, d nicht auf einem Kreise liegen. 
so kann man durch je drei derselben einen Kreis legen. 

Von diesen vier Kreisen theilt jeder, z. B. der durch die Punkte a, b, e 
gelegte, das Gebiet von x in zwei durch diesen Kreis von einander getrennte 
Bereiche. Der eine derselben enthält in seinem Innern den vierten Punkt d; 
der andere, welcher in seinem Innern keinen singulären Punkt enthält, möge 
mit (abe) bezeichnet werden. Den Bezeichnungen (bde), (cda), (adb) ist die 
analoge Bedeutung beizulegen. 

Es kann angenommen werden, dass das Innere des Gebietes (abe) für 
einen auf der Ebene (x) stehenden Beobachter, welcher auf der Begrenzung 
des Gebietes in der Richtung « b e fortschreitet, links von seiner Bewegungs- 
richtung liegt. 

Wenn dies nämlich nicht von vorn herein der Fall wäre, so brauchte 
man nur die Bezeichnung der Punkte a und ce und dem entsprechend « und 
y mit einander zu vertauschen. 

Zur Vereinfachung möge nun die Ebene (x) durch die Function 


x b—c c-a 
on ae 





b—-a z—c 
auf eine Ebene (x’) abgebildet werden. Den Punkten z=a, b, e, d entsprechen 
der Reihe nach die Punkte © =0, 1, ®, z. Es ist hierbei 


b—c d—a 
b—a d—c 





u == 
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Dem Gebiete (abe) entspricht das 
Gebiet (O1), also die auf der 
positiven Seite der reellen Axe lie- 








sende Halbebene; z liegt mithin in 
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Die von den Punkten a, 5b, e nach 

dem Punkte d gezogenen Linien Z 

.» sollen nun so angenommen werden, 

dass sie ausserhalb des (sebietes 

abe) liegen und mit der Begrenzungslinie desselben nur die Punkte a, b, c 
cemein haben. 

Gehen nun abed in Olxz über. so liegen die den Linien L ent- 
sprechenden Linien Z’ ganz in der auf der negativen Seite der reellen Axe 
liegenden Halbebene. 

Für alle im Innern des dem Gebiete X entsprechenden Gebietes X’ 
liegenden Werthe von x’ kann « als eindeutige und stetige Function von x 


x ’ du ’ j 
erklärt werden. Dasselbe gilt von F 7 und von den Functlionen 


du ' . En. \ 
log Fr logx, log(z=-1), log(x—z). 


zwischen denen die Gleichung 


B du I ; , ı 72 \ .y \ N \ ! 
log in log 0’ + (a1) log x’ + (P—1)log(x’—1)+ (d—1)log (x’—z) 


besteht. 
Das Gebiet (abe) in der Ebene (x), beziehlich die auf der positiven 
Seite der reellen Axe liegende Halbebene (x), wird nun durch die Integral- 


function u abgebildet auf ein einfach zusammenhängendes Gebiet U(abc), einen 
Theil von U,. 
Die Begrenzungslinie der Figur U(abc) ist nach aussen überall convex. 
Dies kann wie folgt bewiesen werden. Beschränkt man die Variable x’ 
auf die Begrenzungslinie des Gebietes (abe) und lässt x’ stetig wachsend alle 
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reellen Werthe von —» bis + annehmen. so drückt die Abweichung von 


du r# hl 
Tat den Winkel aus, den entsprechende Elemente da und dx’ der Begren- 


zungslinien beider Gebiete mit einander einschliessen. Dieser Winkel wird 
daher auch ausgedrückt durch den reellen Factor des imaginären Theiles von 


du 


Ki ‚m / Re 2 RE 4 #8 Aue ®, = 
log — log ( + (a—1 loga +(9—1 log (a —1 9-1 log (2-32). 


Der imaginäre Theil von log.’ ist constant, während x’ sich von —x bis O 
bewegt, nimmt beim Durchgange durch O0 um ni ab und ist, während x’ sich 
von O bis +% bewegt, wieder constant. Dasselbe gilt von dem imaginären 
Theile von log (xz’—1) für den Werth x’ gleich 1. Der imaginäre Theil von 
log (x’—z) hingegen nimmt, während x’ sich von —» bis +x bewegt, be- 
ständig ab, da die Abweichung der von dem Punkte z nach dem Punkte x 
führenden Strecke zx’ beständig kleiner wird. 


i ; a nn du ” 2 
Der Zuwachs. welchen der imaeinäre Theil von log-, - erfährt, wäh- 
g S Ar 


rend x’ sich innerhalb einer der Strecken —x...0. 0...1,. 1...+% bewegt. 
ist also gleich dem Zuwachse des imaginären Theiles von (d—1)log x’— 2). 





du 2 ; w 
do wächst also beständig, denn Ö ist nach der 
» 


Der imaginäre Theil von log 
Voraussetzung kleiner als 1 und in den Punkten O und 1 beträgt die Zunahme 
beziehlich (1—e)n; und (1—/P)ni. Folglich ist der Contingenzwinkel der 
Curve, welche x beschreibt, während x’ eine der Strecken von —x bis 0. 
von OÖ bis 1. von 1 bis + durchläuft. stets positiv. denn derselbe ist gleich 


. gr du 
dem Zuwachse des Factors von i in dem Ausdrucke log 
a Ir 


Also ist die Begrenzungslinie der Figur U(abe) in den drei Theilen, 
welche den Strecken —®...0,. 0...1, 1...-+» entsprechen, nach aussen 
convex. In den Punkten A, B, C, welche den Werthen a, b, ce von x, beziehlich 
0, 1, x von x’, entsprechen, hat die Begrenzungslinie der Figur Ulabe) je 
zwei Tangenten, und zwar betragen die Winkel, welche die folgende Tangente 
mit der vorhergehenden macht, beziehlich 


Y)T. 


(1-e)n, (1—-Pp)n, (1-— 
Die Begrenzungslinie von U(abe) ist also auch in den Ecken nach 
aussen convex. Die inneren Winkel der Figur U(abe) sind in diesen Punkten 
u . . ) 
beziehlich gleich an, Pr, ya. 


Die Summe aller Contingenzwinkel der Begrenzungslinie der Figur 
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U(abe) beträgt 

1-a)n+(1—-P)r+il-y)a+1—d)n = 2a, 
wie auch daraus folgt, dass diese ganz im Endlichen liegende einfach zu- 
sammenhangende Figur in ihrem Innern keinen Windungspunkt besitzt. 

Wenn also ein Punkt die Begrenzung der Figur U(abe) in positivem 
Sinne durchläuft. so wächst der Winkel, den die Richtung der Tangente dieser 
Curve mit der Richtung der reellen Axe macht. beständig und ist nach ein- 
maligem Umlaufe des Punktes um 277 gewachsen. 

Nun kann eine geschlossene Curve. welche diese zwei Eigenschaften 
hat. von einer Geraden in nicht mehr als zwei Punkten geschnitten werden, 
und die geradlinige Strecke, welche zwei Punkte einer solchen Curve ver- 
bindet. liegt ganz in dem Innern des von dieser Linie begrenzten und ganz 
im Endlichen liegenden Stückes der Ebene, falls sie nicht seibst einen Theil 
der Curve ausmacht. 

Construirt man daher in der Figur U(abe) das geradlinige Dreieck 
ABO, so folgt aus dem angeführten Satze, dass die einzelnen Seiten und die 
Fläche dieses Dreiechs ganz innerhalb der Figur U\abe) liegen, dass daher 
die Winkel desselben beziehlich kleiner sind als an, In, ya. 

Die analogen Betrachtungen, statt auf das Gebiet (abe) auf die Gebiete 
(bde,. \cda), (adb) angewendet, führen auf die Figuren 

Ulbde), Ulcda). Uiadb) 
und die Dreiecke 


B'D'C', C"D"A', A”D"B"” 


Die (rebiete (abe) und (adb) haben einen von zwei Kreisbogen be- 
orenzten einfach zusammenhängenden Gebietstheil gemeinsam, welcher mit (ab 
bezeichnet werden möge. Derselbe wird durch die Integralfunction auf eine 
Figur Ulab) abgebildet, deren Begrenzungslinie in allen Punkten nach aussen 
convex ist. Also liegt die geradlinige Strecke AB, welche die den Punkten 
a und b entsprechenden Ecken der Figur Ulab) verbindet. ganz im Innern 
derselben. Es giebt also in der Ebene (x) eine einzige ganz innerhalb des 
Flächenstückes (ab) liegende von a nach b führende Linie L(ab), deren Ab- 
bildung durch die Integralfunction eine gerade Linie ist. 

Solcher Linien L giebt es in der Ebene (x) oder auf der der Ebene 
(x) entsprechenden Kugelfläche sechs, von denen jede zwei der Punkte a, b, 


c, d verbindet. 





Schwarz, Abbildung der Tetraederfläche auf die Kugelfläche. 129 


Die Ebene, beziehlich die Kugelfläche, 
wird durch diese Linien in vier Curvendreiecke RR 
abc, bde, cda, adb zerlegt, deren Abbildungen H——rte 
durch die Integralfunction geradlinige Drei- Ir £ 
ecke sind. RE 

Wählt man daher die drei vom Punkte 
d ausgehenden eindeutig definirten Linien L(ad'. u 
L(bd), L(cd) zu denjenigen Linien, deren Ufer 4 | 7 
L(adbdeda) die Begrenzung des einfach zu- \—— —7 
sammenhängenden Bereiches X bilden, so ist die NG 
entsprechende Figur U, das Innere eines von < 5 
sechs geradlinigen Strecken begrenzten Sechs- DT 
eckes AD" BD'’CD’A, von dessen Seiten die 
in den Ecken A, B, C je zwei zusammen- 
stossenden einander gleich sind und mit einander beziehlich die im Innern von 
U, liegenden Winkel 2er, 2/57, 2yrr bilden. Nun ist von den in der Ecke 
A zusammenstossenden Winkeln D’AB, BAC. CAD’ jeder kleiner als en: 
da ihre Summe 2arı beträgt. so ist die Summe je zweier derselben grösser 
als der dritte. Das angegebene Sechseck U, ist daher das Netz der Ober- 
fläche U eines Tetraeders ABCD. 

Aus den drei Winkeln am Punkte A kann man nämlich. weil die Summe 
je zweier grösser ist als der dritte, eine körperliche Ecke construiren: giebt 
man den Kanten beziehlich die Längen AB, AC, AD = AD" = AD", so ist 
hierdurch ein Tetraeder ABCD bestimmt, dessen Seitenflächen ABC, BDC, 
CDA, ADB den vier Dreiecken ABC, BD’'C, CD’A, AD"B beziehlich con- 
gruent sind. 

Die Oberfläche U dieses Tetraeders entspricht der Ebene (x) und der 
derselben entsprechenden Kugeloberfläche eindeutig Punkt für Punkt. Die 
Abbildung der einen Fläche auf die andere ist in den kleinsten Theilen ähnlich, 
ausgenommen in den den vier Ecken des Tetraeders entsprechenden Punkten, 
in welchen die Stetigkeit der Abbildung nicht unterbrochen ist. 

Die Abbildung der Ebene (x) auf die Oberfläche U des Tetraeders 
stellt daher in eindeutiger Weise den Zusammenhang dar, welcher stattfindet 
zwischen den Werthen, die das Integral u für einen bestimmten Werth x der 
oberen Grenze annehmen kann, und diesem Werthe x: Alle Werthe, welche 
das Integral auf verschiedenen Integrationswegen erlangen kann, werden aus 
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einem dieser Werthe erhalten durch Abwickelung der Tetraederfläche U auf 
die Ebene (u). 

Hieraus ergiebt sich beiläufig. wenn man e=P=y=d=} setzt. 
eine geometrische Deutung der Abbildung durch elliptische Functionen mit 
complexem Modul. 

Die vier Seitenflächen des Tetraeders sind in diesem Falle congruent, 
und zwar sind es spitzwinklige Dreiecke. 

Für die elliptischen Integrale, welche die Abbildung der Oberfläche 
der Kugel auf die Oberfläche eines regulären Tetraeders vermitteln, findet 
bei der Multiplication mit dritten Wurzeln der Einheit ein algebraisches Multi- 
plicationstheorem Statt; die Linien Z sind in diesem Falle Kreisbogen. 

Gleichzeitig ist hierdurch gezeigt. wie man bei einem elliptischen In- 
tegral erster Art mit complexem Modul die Integralionswege zu wählen hat. 
um solche Fundamental-Perioden zu erhalten. für welche die %-Reihen am 


stärksten convergiren.| 


11. 

Es ist nun nachzuweisen, dass sich bei einer gegebenen ganz im End- 
lichen liegenden Tetraederlläche A,B,C,D, die Constanten in der oben be- 
trachteten Integralfunction stets so bestimmen lassen, dass das zu derselben in 
Beziehung stehende Tetraeder ABCD dem gegebenen congruent wird. Zu- 
nächst ist zu bemerken, dass die Grössen @, 9, y und Öd durch die Summen 
der Winkel in den Ecken A,. B,. C,,. D, des Telraeders unmittelbar gegeben 
sind. Dieselben sind nämlich so zu wählen, dass die Summen der in den 
Ecken A,. B,. C,. D, zusammenstossenden Winkel beziehlich durch 2en, 
2Pn, ya, 2dn ausgedrückt werden. Da die Summe aller dieser Winkel 
gleich dr ist, so ist die oben vorausgeseizte Gleichung &+9+y+Jd=2 erfüllt. 


Ferner ist zu beachten, dass. wenn diese 


Br.. Winkelsummen gegeben sind, das Tetra- 
A er \ ie r . x ° . . 
KR u z eder durch die Gestalt einer seiner Seiten- 
u Ne A flächen, etwa A,B,C,. der Gestalt nach 
ie ZIERT bestimmt ist. 
N ae Es giebt nämlich nur ei» Tetraeder 
a # d . > nn . . . 
NZ \ | ABCD, welches mit einem gegebenen die 
D 2 | 2 


Dre Grundfläche ABC gemein und in ent- 


sprechenden Ecken gleiche Winkelsummen 
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« 


hat. Fasst man das Tetraeder als dreiseitige Pyramide mit der Spitze D auf 
und breitet die Mantellläche D-ABC dieser Pyramide in eine Ebene aus. so 
ist die vebrochene Linie A’B’C’A"’B"”..., in welehe die Linie ABCA ausee- 
breitet wird, in den Längen der einzelnen Seiten und den Winkeln je zweier 
auf einander folgender Seiten bekannt. (Man erhält /_A'’B'U'= 2an—/_ ABC u.s.w.) 
Die Lage der Spitze D’ in dem Netze ist nun eindeulig dadurch bestimmt. 
dass die Dreiecke A’B’D’ und A’B"’D’ coneruen! sind. dass D’ also von den 
Punkten A’ und A” und den Punkten B’ und B” beziehlich gleichen Abstand 
haben muss. 

Hieraus folet. dass in der That das Tetraeder ABCD durch die Summe 
der Winkel in den einzelnen Ecken und die Gestalt einer Seitenfläche ABC 
der Gestalt nach schon bestimmt ist. sobald noch feststeht. welche Seite der 
Fläche dieses Dreiecks nach Aussen liegen soll. Die Aufgabe der Constanten- 
bestimmung ist demnach als gelöst anzusehen, sobald es gelingt, die vier Con- 
stanten a, b, c, d so zu bestimmen, dass das in der Ebene der Integralfunetion 
u liegende geradlinige Dreieck ABC, welches dem auf der Kugel liegenden 
krummilinigen Dreiecke abe entspricht, der Seitenfläche A,B,C, des gegebenen 
Tetraeders gleichstimmig ähnlich wird. 

Ohne dass der Allgemeinheit Eintrag oeschieht. kann nun angenommen 
werden, dass «+ 1 ist: denn unter den vier positiven Grössen e, /, y. 0). 
deren Summe eleich 2 ist. muss es, wenn nicht jede dieser Grössen gleich } 
ist. steis zwei geben, deren Summe kleiner als 1 ist. und diese können mil 
o und /, die entsprechenden Ecken des Tetraeders mit A, und DB, bezeichnet 
werden. 

Die noch freistehende Wahl in der Bezeichnung der beiden andern 
Ecken des Tetraeders mit C, und D, möge so getroffen werden. dass die 
Seitenfläche A,B,C, für einen auf der Fläche A,B,C, stehenden und ausser- 
halb des Tetraeders befindlichen Beobachter auf der linken Seite ihrer Be- 
srenzungslinie A,B,C,A, liest. Um von den drei willkürlichen Constanten 
befreit zu sein, welche eine gebrochene Substitulion ersten Grades für die 
Grössen a, b, c, d enthält, gebe man a, b, e die Werthe a=0, b=1. c=x. 
Dann muss nach der getroffenen Uebereinkunft dem Innern des durch a, b, e 
gelegten Kreises die auf der positiven Seite der reellen Axe liegende Halb- 
ebene entsprechen und der die unbekannte Constante d, welche mit 3 be- 
zeichnet werden möge. darstellende Punkt auf der negativen Seite der reellen 


Axe liegen. 
.- 
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Stellt man nun die Integralfunction 
” Bi‘ | 
ua —= / gi! (2 — 1 - (x a) a dx 


auf. so werden die Seiten AB und AC des Dreiecks ABC in complexen Co- 
ordinaten durch die bestimmten Integrale 


AB uf”, AC Mi 
0 1) 


ausgedrückt, wo durch die dem Integralzeichen beigefügten Marken angedeutet 
sein soll. dass die Integrale längs der positiven Seite der reellen Axe zu 
nehmen sind. während die Potenzen für die auf der positiven Seite der reellen 
Axe liegende Halbebene eindeutig erklärt sind, da diese ein Theil des Gebietes 
X ist. Der complexe Werth des Verhältnisses = ist nun gegeben, es soll 
A ACc ' | 

7; A + w, sein. wenn durch A,B, und A,C, die complexen 


Coordinaten dieser Strecken in der Ebene des Dreiecks A,B,C, bezeichnet 


nämlich 


werden. Es wird gezeigt werden, dass die complexe Grösse 3 in der auf 
der negaliven Seite der reellen Axe liegenden Halbebene auf eine einzige 
Weise so bestimmt werden kann, dass der Quotient « der innerhalb der auf 
der positiven Seite liegenden Halbebene genommenen bestimmten Integrale, 


! «L ! ] 
v— / # .„ den vorgeschriebenen Werth w, annimmt. 
er er 


Diese Grösse w als Function von z betrachtet ist Quotient zweier 
Zweige derselben Gaussischen F oder Riemann'schen P Function. Die Werthe 
0. 1. x sind die einzigen singulären Werthe für das Argument z. 

Die Grösse w ist also eine analytische Function der complexen Grösse 
3, eindeutig definirt für alle der negativen Halbebene angehörenden Werthe 
von 3. Der Werth der complexen Grösse » werde durch einen Punkt in 
einer Ebene geometrisch dargestellt und das Gebiet der Werthe,. welche « 
für alle der negativen Halbebene angehörenden Werthe von z annimmt, 
mit W bezeichnet, so dass W eine conforme Abbildung der negativen Halb- 
ebene (3) ist. 

Zunächst ist zu bemerken, dass alle Punkte des Gebietes W im End- 
lichen liegen (ausgenommen den Fall «=P=y=d=}!, der als Grenzfall 


leicht zu behandeln ist). 
Denn der Nenner von w ist für keinen von 0, 1. & verschiedenen 
Werth von z gleich Null, der Zähler von w wird für keinen von 0, 1, & 
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verschiedenen Werth von z unendlich gross, und die Werthe. welche w für 
z3—=0,. 1. x annimmt, ergeben sich mit Ausnahme des eben erwähnten Falles 
als endliche. 

Um nun das Gebiet W übersehen zu können. betrachte man die Be- 
grenzungslinie von W; diese ist die Curve, welche ®» beschreibt, wenn z die 
Grenze der negativen Halbebene von +x bis —x durchläuft. 

Es werde nun der Grösse z ein reeller vorläufig constanter Werth 
beigelegt. Dann vermittelt das Integral 


/ gem (2 — 1 akt (2% \d- 'de, 
x 


als Function der oberen Grenze betrachtet, wenn die Veränderlichkeit von x 
auf die auf der positiven Seite der reellen Axe liegende Halbebene beschränkt 
wird, die conforme Abbildung dieser Halbebene auf ein geradliniges Viereck 
mit den Winkeln on, An, yr, dr. Diese Winkel folgen auf einander in der 


Reihenfolge 
oßdy, odPy, dapy, 
jenachdem z in der Strecke ®...1, 1...0, oder 0...— x liegt. 


Die Eckpunkte des Vierecks seien den Winkeln entsprechend mit den- 


rl 
selben Buchstaben @ # y Ö bezeichnet. Das Integral F stellt in dem ersten 


0 


und dritten Falle die Seite @$, im zweiten die Diagonale «9 des Vierecks 


durch ihren complexen Werth dar. Ebenso stellt das Integral I im ersten 


und zweiten Falle die Seite «y, im dritten Falle die Diagonale «y dar. 


Die geometrische Construction des Quotienten 


ist also folgende: Man construire das Viereck mit den Winkeln an, Pn, yn, 
On, dessen Ecke « der Punkt 0, dessen Ecke 3 der Punkt +1 ist, und be- 
stimme die Lage der Ecke y„. Wenn z zwischen © und 1 liegt, so ist die 
Aufeinanderfolge der Ecken des Vierecks « $ d y, und die Ecke y liegt auf 
einer durch den Nullpunkt gehenden Geraden, die mit der Strecke 01 den 
Winkel an einschliesst. 








134 Schwarz, Abbildung der Tetraederfläche auf die Kugelfläche. 


Liegt z in der Strecke von O bis —x. 


& so folgen die Ecken des Vierecks auf einander 

N wie d @ % y; die Ecke y liegt daher in diesem 

III N Falle auf einer durch den Punkt +1 gehenden 

, DER \\ Geraden, mit welcher die Strecke 1...0 den 

Y Non Winkel 27 einschliesst. Diese beiden Geraden 

1 a schneiden sich, da «+? vorausgesetztermassen 

\ kleiner als 1 ist, in einem Punkte %, welcher den 

Fa \\‘ Werth von w für 3=» darstellt. für welchen 

y Werth das Viereck, auf welches die Halbebene x 
0 / 


im Allgemeinen abgebildet wird. in das Dreieck 
01% übergeht. (In dem Falle e=-fP=} sind 
die beiden Geraden parallel und % liegt in der Richtung der Strecke +i im 
Unendlichen. ) 

Wenn z der Strecke 1...0 angehört und demnach die Ecken des 
Vierecks in der Reihenfolge « d /% y auf einander folgen, ist der geometrische 
Ort der Ecke y ein über der Strecke O...1 auf deren positiver Seite er- 
richteter Kreisbogen, welcher den Winkel yrı fasst. 

Der Punkt % liegt ausserhalb des durch den Kreisbogen und die Strecke 
0...1 begrenzten Kreisabschnittes. denn es ist 

v=2-(a+P+J 
—= 1—-(e+P)])+ (1-0), 
also ist der Winkel yrı grösser als der Winkel 041, der gleich 1—- (e+P)]n 
ist. Der Kreisbogen schneidet daher von der Fläche des Dreiecks O1%k ein 
Stück ab. welches dem Kreisabschnitt angehört; das von der Fläche des Drei- 
ecks übrig bleibende Stück. das Kreisbogendreieck Alm, ist das Gebiet W der 
complexen Grösse w. Man überzeugt sich nämlich, dass die Punkte / und m, 
mögen sie nun mit den Punkten O und 1 zusammenfallen oder nicht, die 
Werthe von wo für 3=1 und 3=0 darstellen. 


Für beide Werthe hört das Viereck, auf welches im Allgemeinen die 


positive Halbebene (x) abgebildet wird, auf, ein eigentliches Viereck zu sein, 
und geht in je eins der Dreiecke O1, Olm über, wenn es solche von O und 
I verschiedene Schniltpunkte / und m des Kreisbogens mit den Geraden Ok 
und 1% giebt. Aber auch für den Fall, dass / mit 0, m mit 1 zusammenfällt, 
überzeugt man sich, dass diese Werthe die wahren Werthe von w für 3=1 
und 3=0 sind. 
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Während z die reelle Axe von +» bis — x durchläuft, bewegt sich 
der die Grösse w darstellende Punkt auf der Begrenzung des angegebenen 
Flächenstückes W stets in dem Sinne lm. 

Dies kann mit Hülfe des folgenden Satzes bewiesen werden: 

Wenn bei der Abbildung einer Halbebene auf ein geradlinires Viereck 
die drei Eckpunkten desselben entsprechenden Punkte 0. 1. x festgehalten 
werden und der dem vierten Eckpunkte entsprechende Punkt sich innerhalb 
einer der Strecken +x...1. 1...0. 0... — x und zwar stets in demselben 
Sinne bewegt. so ändert sich während dieser Bewegung von z innerhalb einer 
dieser Strecken das Verhältniss der Längen je zweier anslossenden Seiten 
des Vierecks stets in demselben Sinne. 

Aus den angestellten Betrachtungen folgt nun, dass durch die analytische 
Function w von 3 die auf der negaliven Seite der reellen Axe liegende Halb- 
ebene \=z) conform auf das Innere W des Kreisbogendreiecks klm abgebildet 
wird, wie auch aus der Theorie der Abbildung einer Halbebene auf die Fläche 
eines Kreisbogendreiecks geschlossen werden kann. Weil die Begrenzungs- 
linie des Gebietes W eine einfache Linie ist, so ist die Abbildung der Figw 
W auf die Halbebene eine eindeutige: Jedem Punkte innerhalb des Kreis- 


bogendreiecks klm entspricht ein und nur ein Werth von z. 





> r r - AU 
Nun ist zu zeigen. dass der vorgeschriebene Werth IB 0, des 
- 4 l l 
. L E . 5 x . r . 
Quotienten w = IB innerhalb des Gebietes W liegt. 
F 


Man construire ein Dreieck Ola, ähnlich dem Dreieck A,B,C,. Weil 
die Winkel des Dreiecks A,B,C, beziehlich kleiner als en, Pr, yrı sind, so ist 
W.100, < W.10%, W.w,10 <W.10, W.100 <yı. 

Von diesen drei Ungleichheiten beweisen die beiden ersten. dass der Punkt vw, 
innerhalb des Dreiecks 01% liegt. und die letzte. dass derselbe ausserhalb 
der Fläche des über O1 construirten Kreisabschnittes liegt. der den Winkel 
yrı Tasst. 

Folglich liegt der gegebene Werth w, von w in dem Gebiete W des 
Quotienten der beiden bestimmten Integrale, und es giebt nur einen Werth z, 
von z, für den w gleich w, wird. 

Das Tetraeder ABCD, welches der Integralfunction 


’x . . .” 
cf 2a 1) (22) de 


entspricht, ist also dem gegebenen ähnlich. Durch geeignete Bestimmung der 
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Constante C kann bewirkt werden, dass beide Tetraeder auch der Grösse nach 
übereinstimmen. 

Die Aufgabe der conformen Abbildung der Oberfläche eines Tetraeders 
auf die Oberfläche einer Kugel mit der Bedingung, dass die Punkte beider 
Flächen einander eindeutig entsprechen sollen, ist also stets lösbar, und zwar 
lässt diese Aufgabe nur eine Lösung zu, wenn festgesetzt wird, dass drei 
gegebenen Punkten der einen Fläche beziehlich drei gegebene Punkte der andern 


entsprechen sollen. 


Halle, im September 1868. 
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Ueber die einfachste Correlation in zwei räumlichen 
(sebieten. 


(Von Herrn Richelot in Königsberg.) 


—— 


Ber den verschiedenen Beziehungsarten zwischen zwei räumlichen 
(ebilden zeichnet sich diejenige besonders aus, worin jedem Element des 
einen Gebiets, d. h. jedem Punkt, jeder Geraden, jeder Ebene, respective ein 
ebensolches Element im andern Gebiet und umgekehrt, in der ganzen unend- 
lichen Ausdehnung beider entspricht. — 

Diese Correlation wird durch die Formeln: 


D, ; D, , 
er Mr 


ausgedrückt, wobei X, Y, Z rechtwinklige Coordinaten der Punkte des einen 
Gebiets, welches ich das /ateinische nennen werde, und $, $&,. P,, #, lineare 
ganze rationale Functionen der rechtwinkligen Coordinaten der Punkte des an- 
dern, griechischen Gebiets 5, 7, { bedeuten. Diese Form der Correlationsformeln 





ist schon aus der Bedingung allein zu rechtfertigen, dass sich gegenseitig je 
2 Punkte und den unendlich entfernten Punkten in jedem der beiden Gebiete 
die Punkte einer Ebene des andern entsprechen sollen, und die 15 Verhält- 
nisse der 16 in den Functionen &, $P,,. ®,. $, vorkommenden Coefficienten 
lassen sich durch die gegebenen Coordinaten- Werthe von 5 Paaren ent- 
sprechender Punkte eindeutig bestimmen, so dass sich aus diesen 5 Paaren 
und dem gegebenen Punkt des einen Gebiets der entsprechende des andern 
construiren lässt. Diese Construction kann, wenn man sich die beiden Gebiete 
in irgend eine gegenseitige Lage bringt, nach Steinerschen Methoden linear 
ausgeführt werden. Es ist nämlich leicht einzusehen, dass die beiden durch 
2 Paare der gegebenen 5 Paare von Punkten hindurchgezogenen Geraden als 
Axen von 2 Ebenenbüscheln angesehen werden können, deren betreffende 
Ebenen durch je 2 entsprechende Punkte gehen. Hiernach ist die vorliegende 
Aufgabe auf die Aufgabe des $. 31, II. des Steinerschen Werkes zurückge- 
führt, deren Lösung ebendaselbst angegeben ist. — 

Es handelt sich aber um etwas tiefer liegende Eigenschaften der ge- 


nannten Correlation, welche der grosse Geometer nicht aufgesucht zu haben 
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scheint. — Specielle Fälle derselben. wie die Collineation in der Ebene, die 
Centralperspeclive, welche Jacobi im zwölften Bande dieses Journals auf ana- 
Iytisch geometrischem Wege behandelt hat, die Reliefsperspeclive,. die Cor- 
relation zwischen Object und Bild bei einem System brechender, von Kugel- 
lächen begrenzter Medien, falls das Object den sämmtlichen Richtungen der 
Centralen je zweier auf einander folgenden Kugelflächen sehr nahe liegt, habe 
ich seit vielen Jahren in meinem Seminar als Aufgaben behandeln lassen. Die 
analoge Behandlung des obigen allgemeinsten Beziehungsgesetzes habe ich 
einem meiner Schüler, dem Herrn Maegis aus Schaffhausen, übertragen. Die 
von ihm in befriedigender Weise durchgeführte Arbeit über diesen Gegen- 
stand wird in Kurzem erscheinen, und weicht wesentlich von Allem ab, was 
bisher über Collineation im Raume veröffentlicht worden ist. Es sind darin 
in gelungener Analogie mit der eben genannten Jacobischen Arbeit die 16 
Coefficienten der Correlationsformeln geometrisch gedeutet, eine einfache Con- 
struction des einem gegebenen entsprechenden Punktes gefunden, und mehrere 
Anwendungen auf Oberflächen zweiter Ordnung ausgeführt. 

Indem ich die Geometer auf diese Arbeit aufmerksam mache, halte ich 
es nicht für überflüssig in folgenden Zeilen kurz den Weg anzugeben, welcher 
mich schon vor längerer Zeit auf die Auflösung der genannten Probleme ge- 
führt hatte. — 

Ich nenne diejenige Ebene in dem einen Gebiet. deren Punkte allen 
unendlich weit entfernten Punkten des andern entsprechen, die Verschwindungs- 
ebene im ersiern. 

Es ist hiernach die Gleichung: 

p = 0 
die Gleichung der griechischen Verschwindungsebene, und falls die Auflösung 
der drei Gleichungen (1.) auf die Formeln: 


‘) — — n = 


(©. = rn, 








führt, 
F=-0O 


die Gleichung der lateinischen Verschwindungsebene. 


Führt man nun statt der Coordinaten X Y Z andere, x y z, der Art 
ein, dass die zy- Ebene die eben genannte lateinische Verschwindungsebene 
wird, so werden die Correlationsformeln (2.) die Gestalt: 


3) 5=4, 7=4&, t=2& 


% 


/ 





Richelot, über die einfachste Correlation in zwei räumlichen Gebieten. 139 


annehmen, woraus dann sofort folgt, dass die umgekehrten Formeln die Form 


e.) 2#= = y- =: a den 


f i p Y 
annehmen, worin g, constant ist. Man kann, nun das in der lateinischen Ver- 
schwindungsebene liegende xy-Coordinalenaxenpaar so darin verschieben und 
drehen, dass dadurch noch weitere Vereinfachung der Formeln (4.) erreicht 
wird. Zu diesem Ende stelle ich die Betrachtung an, dass es im allgemeinsten 
Fall (im Unterschied von dem speciellen Fall der Reliefsperspective) nicht 
entsprechende gleiche Strahlbüschel in den beiden Raumgebieten giebt. Da es 
aber andererseits. wie schon vorher erwähnt ist. sich leicht einsehen lässt. 
dass jedem Ebenenbüschel im einen Gebiet ein projectives im andern ent- 
spricht, so stellt sich die Aufgabe, diejenigen Ebenenbüschel aufzusuchen, deren 
entsprechende ihnen gleich sind. Vermittelst solcher ist dann die Construction 
des einen Gebildes aus dem gegebenen andern, auf eine ähnlich einfache Weise 
wie bei der Central- und Basreliefsperspeclive, und die geometrische Deutung 
der Correlationscoeffieienten angebahnt. — 
Es seien die Coefficienten der Correlationsformeln (1.) durch die 
Gleichungen: 
5 = Aö+Bn+CC+D, 
AS+Bn+Cü+D,, 
, |» A,8+Bn+Cüö-+D,, 
», u A;s5+B;n+ CLH+ D; 


> 
| 


\ 


und die der Formeln (4.) durch die Gleichungen: 


y = aö+bn+teitd, 


(6 \ \ Pi ar; as+bn+c&H+ dı.- 
’ Kr u. a5+bn+0{S-+d,, 
\@3 were ee d, 


eingeführt. 
Nun seien die Gleichungen der Axe eines lateinischen Ebenenbüschels, 
dessen entsprechendes griechisches ihm gleich ist, im Coordinatensystem (2y3): 


ag — ou, 
7) {y-y' =oPß, 
5 3 =, 


wo «a, ß, y die Richtungsdeterminanten dieser Axen bedeuten. 
18 * 








140 Richelot, über die einfachste Correlation in zwei räumlichen Gebieten. 


Zieht man durch den Punkt (z’y’z') eine auf diese Axe senkrechte 
Gerade, deren Gleichungen, falls &,. /,. 7, ihre Richtungsdeterminanten sind, 


u = (ı0ıs 
(8.) i -y = Qßı, 
3 —23 = 0,Yıs 


so stehen die Richtungsdeterminanten der ihr entsprechenden Geraden im 
griechischer Gebiet im Verhältniss der drei Ausdrücke 
(a—ar)ı+(a.—ay')Pı—ayı, 
(9.) (db, — ba’), + (b— by')Pı—byı: 
| (4 — ce) +9 —-cey)PA—-cyı: 
während die Richtungsdeterminanten der der genannten Axe entsprechenden 
im Verhältniss der drei Grössen: 
| (a, —ax)a+(,—ay'\P—ay, 
10.) | (b1—ba’)a+(b,— by") B—by, 
| (ce, — eX&)a + — cey’)P—cy 
stehen. 

Die nothwendige und hinreichende Bedingung zwischen den Coordinaten 
x'y'z' und den Richtungsdeterminanten « #y a, ß,yı dafür, dass diese beiden 
(Geraden ebenfalls auf einander senkrecht stehen, ist hienach: 

11) 0=«, (De+D2P+D 3y)+Pı(Dae+ D3P+Day)+Y1(D310+D3P+ Day). 
worin der Kürze halber: 
Dı= (a, PIE TS RE OR) ER MRT, 
= (a —ay') +(b— by’) + (9 — ey"), 
D,= (@+b’+c)2’z', 

Da = Du == {Mi nr — ay')+ (b,—bz") (b,— by”)+(c, — cz) (,—cy"), 
D, = D, = (a +b’+c)y'z’ — (aa, + bb,+c6,)2', 
D, —- D, = (a +b’+c)z'7— (aa, + bb, + cc,)z' gesetzt ist. 

Man kann nun nach der obigen Bemerkung in der lateinischen Ver- 
schwindungsebene das zy-Axensystem so verschieben und drehen, dass in 
Bezug auf diese neue Lage die Ausdrücke D,,. D». D,, nur die Quadrate 
der neuen Coordinaten enthalten. Man hat nur zu dem Ende einzuführen: 


2 — _0 +bb, +cc 








(12.) \" Tate TRTATE 
u \ 0 aa,+ bb,-+ cc 
| ne a’+ Br > +Y% = &+%, 
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und erhält dann, 
(be, — be)’ +(ca— ca)’+(ab—ab,)’ 
| te 
(12'.) | re e) _ 
Eu Here ER 
(be, —b,c)(be,— b,c) + (ca, — c,a)(lca,— c,a)+(ab,— ab)(ab,—a,b) E 
(a? +5’ c”) u; 


-E,, 











gesetzt, die obige Bedingungsgleichung (11.) in der einfachern Form: 


0; ((E/ + x) + (En + LCuYu) Ib + LuZuY} 
(13.) | +P, (En+ Cu, Yo) Ü& + (E; -r y)P+ Zu YoY} 


| 


+ Sm + ayß +9, = 0. 


Damit nun «, P, y die Richtungsdeterminanten einer Axe seien, ist es noth- 
wendig, dass für einen ihrer Punkte, wofür ich eben den Punkt (xy, 2) 


nehme, die Bedingungsgleichung für alle Werthe von «&,, /,, 7ı bestehe. 
welche zugleich die Gleichung 
(14) aa+pp,+yyı = 0 

befriedigen. Es muss in der That eine Axe im obigen Sinn die Eigenschaft 
besitzen. dass unter den unendlich vielen auf ihr senkrechten Ebenen eine 
existirt, deren entsprechende Ebene auf der der Axe entsprechenden Geraden 
senkrecht steht. Ich nenne diese Ebene die zur Axe zugehörige Normal- 
ebene. Nimmt man den Durchschnitispunkt der Axe mit dieser Ebene als 
den Punkt (x,y,2,) in den vorigen Formeln an. so müssen hienach für jede 
durch diesen Punkt auf die Axe senkrecht gezogene Gerade («,/,y,) die Be- 
dingungsgleichungen (13.), (14.) bestehen, und man erhält hienach die folgen- 
den drei Gleichungen, welche zwischen den Coordinaten des Punktes (x,y,2,) 
und den Richtungsdeterminanten der Axe («/?y) bestehen: 


(E+S)ae +Ert+moYy)B+mSY = ka, 
(15.) (Ent TuYo) + (E, + Yu) P + YozıY = 1P, 
Zy Cu, + zu Yo r 2u7 wi iıY, 


worin A ein willkürlicher Multiplicator ist. Ich vereinfache diese Gleichungen 
noch mehr, indem ich das Coordinatensystem in der lateinischen Verschwin- 
dungsebene um einen Winkel d drehe und demselben geeignet bestimme. 
Nennt man dann die neuen Coordinaten x’, y', 3’, so sieht man leicht ein, wie 
die Correlationsformeln (1.) in folgende übergehen: 
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d,x' 


- \(a,—ae,)S+(b,—be,)n+ (c,—ce,)E+(d,—de,)}cosd 
\ — /(,— ae,)5+ (b,— be,)n+ (©,— ce,) S+ (d,— de,)\ sind, 





d,y’ 2 h Ti u 
16.) (= — {(a,—ae,)5+(b,—be,)n+ (c—ce,)C+ (d,— de,)\sind 
PERS l(a— ae,)5S+(b,—be,)n+ (c,— ce,)C+ (d,—de,)} cosd, 

uk as+bn+elö-+d. 


Es ist hieraus schon ersichtlich, dass man eine solche Annahme für d machen 
kann, dass die in diesen neuen Coelficienten ausgedrückten Grössen E/, E}. E,. 
ihre Natur nicht ändern, in so fern als die beiden erstern,. die ich durch E, 
und E, bezeichnen will, positiv bleiben. und die dritte verschwindet, denn die 
Bestimmung des dazu erforderlichen Winkels Ö ist reell. — 
Hiernach gehen in diesen neuen Variabeln die Gleichungen (15.) in 

folgende über: 

\ 0 = (E-M)a+mlezt+Pyo+y'2o). 
17.) 70 = (B-A)P+y(ezu+P'y+Y'zu), 
Io — —Ky + un +Pyo+ Y'20); 
worin die auf das jetzige Coordinatensystem bezogenen Coordinaten des Punktes 
auf der Axe und die Richtungsdeterminanten der Axe durch &,, Yo, 3, @, P,; y 
ebenso wie die betreffende Grösse 4 durch A’ bezeichnet ist. — 


Hieraus folgt nun die cubische Gleichung für 4: 


/ 








Ä oc Y 2,3 
\ A 0 J0J0 00 en 
(18.) De 7 En Tem E, #F A l 
und durch die betreffende Wurzel ausgedrückt: 
| Fe Fa | a ee, 
mM) FTorE 7VTE TE 


Da die Bedingungsgleichung (13.) zwischen den Richtungsdeterminanten zweier 
auf einander senkrechter Geraden und den Coordinaten ihres Schnittpunkts. 
deren entsprechende dieselbe Eigenschaft haben, jetzt in folgende sich ver- 
wandelt: 


(20.) ec,E, + PP: E,+ (a xu+ P'yo+Y'20) (&, zu+ Pı yo+ Yı 3,) =(, 


so überzeugt man sich leicht davon, dass, während eine der Wurzeln der cubi- 


schen Gleichung zur Axe gehört, die beiden andern solchen Geraden ent- 
sprechen müssen, welche diese Bedingung erfüllen. Es ergeben sich diese 
Resultate aus den Gleichungen: 
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i 


N N / 2 . j 7 . ' ’ at „ f g r 
(21 \ a0} E, P PE-+ (@ zu+ß Yo / -v) TE Pıyo+ 7ı 3) 
( .) LER dt ' . Bat )’ 

= 1 (+) at), 


welche aus den Gleichungen (17.) und den analogen für «,. 3. yı. 4 folgen. 
sobald #4’ und A, verschieden sind. Nimmt man also den besondern Fall aus. 
worin alle drei Wurzeln der cubischen Gleichung gleich sind (es führt der- 
selbe darauf, dass der Punkt (z,y,2,) das Centrum eines Strahlbüschels im 
Raum ist, dessen entsprechendes ihm gleich ist), so kann man für die zwei 
verschiedenen Wurzeln der cubischen Gleichung 4 und A, nehmen, und sieht 
daher, dass eine derselben zur Axe durch den Punkt (z,9,2,) gehören wird. 
falls nur die zur andern Wurzel gehörige Gerade jede beliebige Richtung in 
der zur Axe senkrechten Ebene haben kann. d.h. falls nur die Ausdrücke 
für die Verhältnisse ihrer Richtungsdeterminanten unbestimmt werden. Denn 
macht man dasselbe mit zwei beliebigen solchen Geraden in der genannten 
Ebene, welche den Winkel y bilden mögen, und mit den auf ihnen senkrechten 
in derselben Ebene, so entspricht ihnen im griechischen Gebiet ein eben 
solches Paar Gerader, welches sich in dem dem Punkt (z,y,3,) entsprechenden 
Punkt der entsprechenden griechischen Axe schneidet. Wegen der Eindeutig- 
keit der Correlation bilden aber bekanntlich beide Gebilde von vier Geraden 
zwei projeclivische ebene Strahlbüschel, und daraus folgt, dass dem Winkel y 
ein gleicher Winkel g im griechischen System entspricht. Wegen der will- 
kürlichen Grösse des Winkels g ist also die obige Behauptung gerechtfertigt. 
dass die beiden so erzeugten Ebenenbüschel projectivisch gleich sind. 

Es bleibt also nur noch übrig, die aus dieser nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingung fliessende Relation zwischen x. %,, 2, und die damit zu- 
sammenhängenden Werthe der Richtungsdeterminanten «, 9’, y' der Are 
abzuleiten. 

Es wird nun das Verhältniss «, 5, Yı. welches zu einer zweiten Wurzel 
der cubischen Gleichung gehört, in folgenden zwei Hauptfällen unbestimmt. 

Es sei E,—E, (im entgegengesetzten Fall ist ebenso zu verfahren. 
und der Fall, dass E,=E, ist, ist wiederum ein specieller Ausnahmefall). Es 
seien dann die drei Wurzeln der cubischen Gleichung 4, A, A, genannt, so 
kann man leicht einsehen, dass wenn 4, >4,>>4, angenommen wird, folgende 
Ungleichungen bestehen: 

EZ, zb —(0, 
und es gehören zu den drei Wurzeln die drei Systeme von Coeflicientenver- 
hältnissen 
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\” ii EA ,—E, i .* 2, 1,—E, | 
Nie u k, B, Yo ), 

EN) ri Zu 3, ,—E, e tr < 3, ,—E, ' 
ı_dı 4 u; 


Ich setze nun erstens: 
(23.) hy I E,+Ee, ba -— E,— R 


so erhält man bekanntlich die Formeln: 











Lu h , Z (E,—A)en’ 
A s: (E,—E,)E, , 
f \ Bir 2 (E, A A, CE, —E, +e’)(E, —E, gr n') 
(24.) .. rn (E,—E,)E, “ 
u A(E-+e)(E — 7? 
2030 = a Fe Er) . 


Der Ausdruck 
04 P3+YrY; 
verschwindet, da sein Zähler, wenn man ihn durch die Formeln (22.) aus- 


drückt, der verschwindende Ausdruck: 


E—A E,— A 1 


! ) 
(E, —E,)E, ni (E, —E,)E, T E, E, 








ist. Es stehen daher die beiden ihnen zugehörigen Geraden auf einander 
senkrecht, und da beide auf der zu 


a} Pi Yı 
gehörigen Geraden aus demselben Grunde senkrecht stehen, so findet dasselbe 


mit den drei entsprechenden Geraden statt. Dasselbe gilt auch für unendlich 
kleine Werthe von & und 7. Man erhält dann aber, da die drei Gleichungen 




















selten: 
_ Di _,_Yl 3% _ A-Etm)A-E—) 
A—E) (AB) 4 (A-E)A-—E)A, 
DL, + YoYo 130% wi A E—A—n f 
(A, — 5) (4, —E,) A, n" (E, —u- 1) (E, u: 7") 
7,T, u YoYo %,% 1 n’+® E—A+e 
MEI a-EI Im TE E-EFNEte)' 


für e=(, n=0 
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/ / n en 2\ N N ” 
E mr er u A (E,—E,) rn E,—4 
l I) Pı | -YN a) be) Fi | \ n 
X E, er A, ) BE, E h, 
! € E .„. n ? 
o,=-Lim———, P= E Lim———, 79 as an Tai Lim ———— 
yn re +2 klani u — Yn’-+te 
i n En € A E—E)E ,.. € 
= Mt, A 5 Bm, Y Ya — Lim — 
In re 2 ınTre EA, In +e 


Es ist hiernach die Gleichung der gesuchten Axe. da die Richtungsdeter- 
minanten der beiden auf sie und unter einander senkrechten unbestimmt werden. 


' yf — —— 
|. . Y 04 1) “,* 
y % u 


4 
TE 2, 
N Bj er " — . 
u a 
2 I 2 l 


und aus der eubischen Gleichung (18. folgt, wenn man die Wurzel A, oder 7 


für 4 hineinsetzt und den Werth von xx, aus (24.) nimmt: 


(Bi A,)E iR Yale N d 2080 j 
(E,—E)E 'E-E-"'E- 
(E, ee. 2° > _ WE’. 0 
MIEBFE EIER TEE TI 


also für &=0 und „=0 die Gleichung des Orts der Punkte (r,y,2 


(25.) E, = YoYo 4 Sat 1. 
/ a A 3 

so dass die Axe eine Tangente an die durch diese Gleichung ausgedrückte 
Ellipse im Punkte (y,2,) ist. 

Ganz auf dieselbe Weise habe ich in der zweiten Voraussetzung, wobei: 

»=Bb+eE, =Bb-r 

gesetzt wird. die Axe als Tangente der Hyperbel in einem beliebigen ihrer 
Punkte gefunden. deren Gleichungen 


3,8, 2.2 


‘—Q. Be ı > 
y,—l BE, E-E, | 


sind. Es werden hier die Richtungsdeterminanten 
\_ APREEr  FOEn, 7 
f2% Pa» 7? 
unbestimmt. 
Andere Annahmen führen auf eine unmögliche Curve oder auf nur 
einzelne Punkte im lateinischen Gebiet, worin die Richtungsdeterminanten zweier 
unter einander senkrechten und eine dritte senkrecht schneidenden Geraden un- 


bestimmt werden. 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 2. 19 
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Die beiden gefundenen Curven sind die sogenannten Focalcurven zu 
der in der Verschwindungsebene liegenden Ellipse, deren Gleichung in dem- 
selben Coordinatensystem 


26) + = 1 





ist. 
Auf diese Weise bin ich zu dem Theorem gelangt: 


Bei der eindeutigen allgemeinsten Raumcorrelation giebt es in der Ver- 
schwindungsebene eines jeden der beiden Raumgebiete eine Ellipse, deren 
zwei Focaleurven die Eigenschaft haben, dass ihre Tangenten Aren der 
Correlation und die zugehörigen Berührungspunkte respective die Schnittpunkte 
der Axe mit der zugehörigen Normalebene sind. — 

Man kann dieses Theorem auch rein geometrisch aus den Steinerschen 
Principien der projectivischen Gebilde ableiten. Herr Maegis ist auf dasselbe 
vermittelst eines andern einfacheren Theorems gelangt, wonach die drei durch 
einen Punkt des Gebiets laufenden sich senkrecht schneidenden Geraden. deren 
entsprechende dieselbe Eigenschaft haben, mit den drei Axen einer Oberfläche 
zweiter Ordnung parallel laufen, deren höchster Punkt über der Verschwin- 
dungsebene dieser Punkt ist. Auch hat er die richtige Bemerkung gemacht. 
dass für den Fall, dass der angenommene Punkt auf einer Axe liegen soll. 
diese Oberfläche eine Rotationsoberfläche ist, woraus ihm dann bald auch ge- 
lungen ist, auf die obigen beiden Oerter des gesuchten Punktes zu gelangen. 
In unserm einfachsten letzten Coordinatensystem wird die Gleichung der ge- 


nannten Oberfläche 











a) 


woraus man sieht, dass sie die Verschwindungsebene (#=0) in der Ellipse. 
deren Gleichung (26.) ist. schneidet. 

Ich werde nun noch auf eine andere Art, als die am Anfang angedeutete. 
nämlich vermittelst zweier Axen, die man beliebig in ihren beiden Ebenen 
annehmen kann. zu irgend einem Punkt des lateinischen Systems den ent- 
sprechenden des griechischen construiren. Jedenfalls giebt es verschiedene 
Arten das gegebene Theorem zu diesem Zweck zu benutzen. 

Den beiden Ebenen, worin die Axenschaaren liegen, entsprechen im 
andern Gebiet ebensolche zwei Ebenen; beide Ebenenpaare stehen unter sich 
und auf der betreffenden Verschwindungsebene ihres Gebiets senkrecht; zu 
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jeder der beiden Focalcurven kann die entsprechende oefunden werden. und 


zu jeder Axe die entsprechende. Alle diese Behauptungen und Aufgaben 
lassen sich bei den einfachen Formeln analytisch leicht lösen. und andrerseits 
ist ihre geometrische Behandlung ohne Schwierigkeiten auszuführen. Hat man 
also drei Axen und die ihnen entsprechenden construirt. so darf man nur 
durch sie drei Ebenen ziehen, welche durch den abzubildenden Punkt gehen. 
Schneiden dieselben die Verschwindungsebene in drei Geraden. so hat man 
dieselben nur in ihrer Lage zu den Axenebenen auf das andere Gebiet zu 
übertragen und mit ihnen respeelive durch die Bilder der drei Axen parallele 
Ebenen zu ziehen, um im Schnittpunkt derselben das Bild des gegebenen Punktes 
zu erhalten. Natürlich werden gewisse von den Axen. z. B. die an den 
Scheiteln der Focaleurven einen Vorzug vor den übrigen haben, in so fern 
als sie selbst, sowie ihre Bilder leichter zu construiren sind und eine mehr 
symmetrische Construction gewähren. — 

Ich will jedoch, ohne auf diese an sich sehr interessanten Untersuchungen 
näher einzugehen, nur noch Einiges über die geometrische Bedeutung der Cor- 
relationscoefficienten mittheilen. 

Offenbar sind in den Grundformeln (5.) die Coefficienten 


} 
Pl 


A,» B, C. 


u BB, GG D, 
u: u. 5, 
von der ersten Dimension, die Grössen 
A 
von der nullten und die Grössen 
Dr u 


von der zweiten anzunehmen, damit zugleich die drei griechischen. wie die 
drei lateinischen Coordinaten Grössen erster Dimension werden. Ebendasselbe 
findet bei den kleinen Buchstaben statt, bei denen drei derselben 


,=b=06,=0 


sind. 


Bezeichnet man nun die Determinante der 16 Grössen 


a °C: 
28. A B, G D 
14 BG D, 
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durch ‘.. so ist dieselbe eine Grösse der vierten Dimension. Man erhält ver- 
mittelst ihrer die umgekehrten Correlationsformeln: 




































































oV ıx Lava 2 ‚oT zZ oV 
Rn .... oA, 04 oA 
‚a ON. , you u er 0O%Y 
oD "OD, oD, a 
O\V oY 
| Y 
. oB . 3B + >B, +27 aB 
er, u Wi Sy 4 EZ OV 
oD '“0D, ' .oD, r OD, 
oV ,yV EB 
— + X ——- +Z- 
2 - oC A " oC, 
it oY , ne IR II. 
x 4 
oD r oD, zD- -+Z 


Es ist hienach das vom Anfangspunkt 
auf die lateinische Verschwindungsebene, deren En hienach 


OoWV u, Y 


om D- u 








ist. gefällte Perpendikel. welches ich R nennen will: 


wen ni 
? ShAw, 
\ ( JH 
und die Richtungsdeterminanten desselben, welche wir PR sin’ sing, sin} cosgy, 
cos? bezeichnen, verhalten sich wie: 

















31.) 097 ‚0% „00V 
ag oD "oD, "oD, 








Verlegt man nun den Anfangspunkt der lateinischen Coordinaten in den Fuss- 
punkt dieses Perpendikels, so gelangt man zu dem Coordinatensystem, welches 
oben x y z genannt ist, vermittelst der Formeln: 


\ x = Acosp—Ysiny, 
32.) | y= Xcos#sing-+Ycos#cosp—Zsind, 


R+z = Asin®sing+Y sin’ cosg-+Zcos%Y, 


so dass diese sämmtlichen 8 Coefficienten durch und 9, also durch die 16 
ursprünglichen ausgedrückt sind. Führt man in dieselben die ursprünglichen 
Formeln 1.) ein, so erhält man in den daraus folgenden 
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._ mE+bntettd, 
' ag+bn+cei+td’ 
0% / a,& - b,n 1 eL t d, 
| 33.) \ Y ._ u —- Tr ———— u £ 
ag+-bn-+ cö-+d 
d, 
;.s-— mn — P” 





alle 13 Coefficienten durch die ursprünglichen 16 ausgedrückt. 
In der That ergiebt die angedeutete Rechnung, dass, wenn man in den 
3 Ausdrücken 


--. 7 


- DB HM, ap 


} (2) + (2D- ) 











) oV 0% ! 0% ( 0% oV\ = 
34 | ı u; OD, il oD $ a ‚MH: oD, ee oD, oD 
WELANETANTENANENANGTA 
(+ +32) ’G ID) (38) "\oD, 
IV mL ım SZ 
. oD, w. oD, I; ® D, 











Y ) »ay )4 Ne 4 


statt M der Reihe nach die Grössen: 


AB Cu 
setzt, die Coefficienten 
u... 
u ie 
0.2.08 & 
hervorgehen, während 
= A, b=B c=C, d=D 
ist. 
Umgekehrt kann man die 16 ursprünglichen Coefficienten durch die 13 
letztern und durch die 3 geometrisch interpretrirbaren Grössen 
R 


ausdrücken. Man hat zu diesem Zwecke nur nöthig, in den Formeln 


, f, >” 
| X= zcospg+ycos$sing+(R+z)sin9siny, 
(39.) ı\Y= —zsing+ycos#cospg+(R-+z)sin$cosg, 
= —ysin#®+(R-+z)cos% 
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die Formeln 


_ 1as+rbntestd 
a+bn+ci+d 

















Ä a,5+b, 0,£+d, 
u en 
PEN d, 
a5S+bn+ci+d 
einzuführen, um die gesuchten Ausdrücke 
A, = Mc0sp-+a,cos$sing-+taRsind sing, 
B, = b,cosp+b,cos9sing + bRsinYsiny, 
GC = 0608Sp+ccos#sinpg+ cRsinFsiny, 
D, = d,cosp+d,cos9sing+(d,+dR) sin sing, 
A, = —a,sinp+a,cos9cosp+aRsin’cosy, 
97 Bb, = —b,sing-+b,cos9$cosp+bRsindcosy, 
j \ CG, = — c,sinp +c,cos#cosp-+ cRsinYcosg, 
D, = —d,sinp+d,cos9cosp+(d,+ dR)sin 9 cosg, 
A; = —@,sin#+ Racos#, 
B; = —b,sin#®+ Rbcos%, 
GG = —6sin®+ Recoss, 
\D, = —d,sin®+(d,+ Rd) cos9 


zu erhalten. 

Hieraus folgt denn von selbst, dass es zur geometrischen Interpretation 
der 16 ursprünglichen Coefficienten genügt, die 13 letzten Coefficienten so zu 
interpreliren, und dass umgekehrt es hinreichend ist, geometrische Bestimmungs- 
stücke erst durch die letztern 13 Coefficienten auszudrücken. um sie dann 
später auch durch die 16 ursprünglichen auszudrücken. 

Ich werde daher mich zuerst mit diesen 13 Coefficienten beschäftigen. 














Es sind: 
a, a, 
> ar 
b, b 
2 0 \ 
R | 9 5 9, E 
(38.) 6 
ı cc C 
En e b) 0, 
) d, d, d, 
"zu | 


die Goordinaten der 4 Punkte im lateinischen Gebiet, deren entsprechende 
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Punkte im griechischen Gebiet die Coordinaten 


ee 
Oi 
0, 09, 
u WE 
haben. 
Es sind 





Pape...) +bb +ce, 
|; 2 ,? 9 
\ a+b"+c ° 
(39.) | 

| aa, -+ bb, -+-cc, 


a 
pP” a +b’ +c 





die Coordinaten des oben näher beschriebenen Centrums der lateinischen Ver- 
schwindungsebene. Ebenso kann man auch den Drehungswinkel Öd bestimmen 
und dabei gleich die Grössen E, und E,. 
Es ergiebt sich nach leichter Rechnung, dass die Formeln /12’.), wenn 
man für die 13 Grössen 
Zu 
d;. a db ca d 
a bb 6 d, 
die aus den Gleichungen (16.) entsprechenden analogen 
a b C d 


a—ae, sind ı]b,—be, sind ||a—ce, sind |ıd,—de, sind 

| | 
ei m—aer  cosd|/b—be, cosd||— ce, cosd\|d,—de, cosd, 
d;. | 





Ia,— ae, —cosd||b,—be, —cosd ||c,—ce, —cosd ||d,—de, — cosd 














| 
| 
la,—ae, sind ||b,—be, sind ||o—ce, sind |Id,—de, sind | 
substituirt, in folgende übergehen: 
5 = 


I(be,-cb, )cosd-(be,-cb, sind )’+!(ca, -ac, )c08sÖ-(ca,-ac,) sin d)’+}(ab, -ba, ) c080d-(ab,-ba,) sind‘ 





a’+b’+c?)- 
a’+l ; 


40.) { E, = 
[Cbe, -cb, sind + (bc,-cb, ) cos0}’+ (ca, -aec, )sinö+(ca,-aec, ) 08 ö)’+}(ab, -ba, sind + (ab,-ba, ) sind} 
(a’+b’+.c”)” 
(be, -cb, )(be,-cb,) + (ca,-ac, J(ca,-ac,)+(ab,-ba, )(ab,-ba,) 
(be,-cb,)’+(ca,-ac,)’+(ab,-ba,)’-(be,-cb, )’-(ca, -ac, )’-(ab, -ba, ) 
Es sind auf diese Weise die sämmtlichen geometrischen Grössen, welche in 


der früheren Betrachtung vorkommen, nämlich die 3 Punkte in der lateinischen 











tang2d = 
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Verschwindungsebene, welche den drei unendlich entfernten Punkten in den 
Richtungen der drei griechischen Coordinaten- Axen entsprechen, und der 
Punkt. dessen Bild der Anfangspunkt in diesem griechischen Gebiet ist, das 
Centrum in der lateinischen Verschwindungsebene und die Lage der beiden 
Ebenen, worin die Schaaren der Axen liegen, so wie die beiden Focalcurven. 
die von diesen Axenschaaren eingehüllt werden, durch die 13 Coelfficienten 
ausgedrückt. Zur umgekehrten Bestimmung der 13 Coelffieienten durch geo- 
metrische Bestimmungsstücke nehme ich, was freisteht. 
e+b-+c = 1 
an und sehe d, selbst als geometrische Bestimmungsgrösse an. In der That 
sind dann a, b, e Richtungsdeterminanten einer Normale auf die griechische 
Verschwindungsebene, und es folgt aus der dritten Gleichung 33. 
d; 3 (astbrt+eöH+d). 

Wenn man daher im griechischen System einen Punkt // nimmt, dessen 
Entfernung von der griechischen Verschwindungsebene die zu Grunde gelegte 
Längeneinheit ist, so folgt aus dieser Gleichung, dass yd, die mittlere Pro- 


9 


porlionale zwischen der Längeneinheit und der Entfernung des dem Punkte 
/I entsprechenden Punktes P von der lateinischen Verschwindungsebene ist. 
Ich habe dann als geometrische 12 Bestimmungsstücke nur solche eingeführt. 
welche im lateinischen Gebiet ihre geometrische Rolle spielen, und die be- 
sonders ausgezeichneten Elementen des griechischen Gebiets entsprechen, und 
werde nun durch dieselben die 13 Coefficienten ausdrücken. von denen drei 
der Gleichung 


(renüge leisten sollen. 
Es seien die lateinischen Coordinaten des den Punkten des griechischen 
Systems. deren Coordinaten 


=, n—0. =, 
I. wur en 5 =0, 
= RM =, G5=0, 
Eu Mi ei 
sind, respeclive: 

T| Yı ® | 

nn np 0 

T; Y; 0 

Br 
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Sind dann ferner die Entfernung des Punktes im lateinischen Gebiet von der Ver- 
schwindungsebene. dessen entsprechender im griechischen von der betreffenden 
Verschwindungsebene um 1 entfernt ist, und die beiden Coordinaten des Durch- 
schnittspunkts der beiden Ebenen, worin die Schaaren der Axen im lateinischen 
(rebiet liegen, respeclive 


At, 


5: Wir 
so hat man die folgenden Formeln zur Bestimmung der 13 Coeffieienten: 


c 





a HZUNFTEHTENTBNT Ted ö 
7, Y —- %Y,TFY, I Y TI Yy T,yYy, 
Ba BTENTENT ENHTEINTEN } 
YET Ey - En FEN — %Y, 
a 2Y,—- I Y, ty —U,Yt %,Y — 2, Y. 
24,— X,Y, + xy, —°,Y; nr A? -2,Y, ı 
u = 0. = a, 
Bb, = Be, b, = by;, 
,=cH, = 6; 
Längeneinheit — nu d= u = 4. & I d,. 


pa - 


a 


2, z, z, 
Wie man aus diesen Coeffieienten die 16 ursprünglichen zusammensetzt, ist 
oben angegeben. Natürlich kann man diese letztern auch direct aus den ge- 
nannten 12 geometrischen Stücken und der Lage der lateinischen Verschwin- 
dungsebene ausdrücken und symmetrische Ausdrücke erhalten. Die lateinische 
Verschwindungsebene wird dann durch die 3 auf ihr liegenden Punkte be- 


stimmt. die den Punkten 


um, n = 0, 5 = 0, 

E=0, n=@©, = 0, 

& nn 0, N me 0. = X 
entsprechen, und deren lateinische Coordinaten als gegeben angenommen wer- 
den. Sie seien: 

5,‘ £-5, x=3, 
<a) A b) “ 3 B L “ar ( 
| un dl  _ 3 
41.) ME, Y,= B ’ Y, - Ü . 
A B . E 
En == z ’ Z, = = : Z, = 7 


Die Coefficienten des dem Punkte: 
& = 0, N = 0, 5 u 0 
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entsprechenden geben: 





2) %-4, Y=ı, Zz=2. 

Es ist die Gleichung der lateinischen Verschwindungsebene 
Y Y YW 2, 24, 2 1 Bu 2 2 
0=X[Z, Z, Zz|+Yl1 11)+Z|X X, X, |+ ER 
al xx vRrnın Izzz, 


Wird also der Kürze halber: 





ERERIBEN IT 
/ a LK 
AI RE EEK 


geseizi, so ist das Perpendikel R vom Punkt XYZ auf die lateinische Ver- 
schwindungsebene: 




















f 'Y Y; Y |Z, Z; Zu 1 1 1 IX, A; A| 
R= 7m A|Z, Z, zZ, +Y = +Z1X, A, Ä, +!Y, 57% 
Ihıaıı xxx nr |z, z z|\ 


XK,AAX,| 
Bear ri | 
M 'Z, Rz | A&+Bn+cCiö+D 
er V m 
welchem im griechischen Gebiet ein um die Längen- 


einheit von der griechischen Verschwindungsebene entfernter Punkt entspricht, 
d. h. ein solcher, wofür 





Wenn daher ein Punkt, 


AS+Bn+C{+D = 1 
ist. die Coordinaten X Y Z hat, so erhält man: 


4. 24 

Dı A, A, A, X, Bi 

M|IYYY%YNY. 
ZALL 





Es ist daher auch umgekehrt 


ı1ı 1a 

BD Fam 
vY»YVY 
ui 
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und aus den Formeln (42.) folgt dann endlich 
D,=XA,D, D,=X,D, D,=X,D. 

Nun bleiben noch die 3 Coelfficienten A, B, C zu bestimmen übrie. der Art 
dass A’+B’+C’=1. Dieselben folgen aber aus den gegebenen Coordinaten 
des Centrums der lateinischen Verschwindungsebene 

A, = AA, +BB,+CC.. 

Y, = AA, +BB,+CC,, 

Z, = AA;+BB,+CC,, 
welche Ausdrücke sich sehr leicht ergeben und vermittelst der Formeln ‘41. 
auf die Gleichungen führen: 

AX+BX,+O’X, = X... 

AY+BY,+C’Y, I, 

A’Z,+B’Z,+0’Z, Be 


Es folgt hieraus 


iR u I I X, Ka. 3 
A?:B:0? = 'Y. EIKE KLEE E 
ut |z z 2 


Der von mir eingeschlagene Weg zur Behandlung der eindeutigen Raum- 
correlation hat zugleich den eigenthümlichen Charakter, dass man ihn auch bei 
der allgemeinsten eindeutigen Correlation zwischen zwei Gebieten von r» Di- 
mensionen mit nur geringen Modificatlionen verfolgen kann. 


Ich meine diejenige Correlation zwischen zwei Systemen von Variabeln 


ı ca BEE 
Sı & u SE Su» 
welche durch die Formeln: 
Y h X, — R X. — f 
X = f’ ur 2 f 


definirt wird, wobei f fı fa ... f, lineare Ausdrücke der Variabeln S, 52 ... 5, sind. 
Wenn man nur die Analoga von Punkt, Gerader, Ebene im Raum, sowie von 
Orthogonalität von Richlungen etc. für diese Gattung von Gebieten definirt hat. 
so führt die Untersuchung auf demselben Gange fortgeführt zu ganz analogen 


Resultaten, wie ich es bei anderer Gelegenheit mittheilen werde. 


Königsberg, 29. October 1868. 
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Ueber einige allgemeine Eigenschaften der 
zeometrischen Curven. 


(Von Herrn A. Olivier in Schaffhausen.) 


De Betrachtungen in dieser Abhandlung liegt das folgende allgemeine 
von Chasles gegebene Theorem zu Grunde: 
Fallen von einem Curvenbüschel der n’" Ordnung die n’ Basispunkte 


» . Y Y F I ' en 
auf eine Curve C,,,,, der (n+n' 


Ordnung, so giebt es immer ein zu 
jenem Curvenbüschel der n’“ Ordnung projectieisches Curvenbüschel der 
v» " Ordnung, dessen Basispunkte ebenfalls auf die Curve C,,,,., fallen, 
und welches mit jenem durch den Durchschnitt der entsprechenden Ele- 
mente die Curve C,,, erzeugt *). 

Mittelst desselben werden wir eine Reihe allgemeiner Eigenschaften der Curven 

einer beliebigen Ordnung entwickeln, in welchen sehr viele, zum Theil be- 

kannte Sätze über Kegelschnilte u. s. w. als besondere Fälle enthalten sind. 


I. 

Es seien K, und KA, zwei Curven der »!® Ordnung in einer Ebene, 
welche sich in den »’ Punkten 

U 


schneiden und ein Curvenbüschel (K,,. K,) der x‘ Ordnung bestimmen. In 


n= 


der Ebene dieses Curvenbüschels nehmen wir noch zwei weitere Curven S$, 
und A, der »!e® Ordnung an, von denen S, durch die sämmtlichen Basispunkte 
u ren 


des Curvenbüschels (K,, A,) gehen, K, aber ganz beliebig liegen soll. Die 


5) 
n” 


beiden Curven 8, und A, bilden zusammen einen zusammengesetzten Ort 
S,+.K,) der 2n'®® Ordnung; da nun die Basispunkte 
b, b; . . . b,.: 


des Curvenbüschels (K,., K,) auf diesem zusammengesetzten Ort (S,+K;) ver- 


*) Chasles, Deux theorömes generaux sur les courbes et les surfaces geometriques 
de tous les ordres. (Comptes rendus, 23 d@ecembre 1857.) 


/ 
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theilt liegen, so muss es (nach dem obigen Theoreme) ein zu (K,. X) pro- 
jectivisches Curvenbüschel (S,. S,) der »!" Ordnung geben, dessen Basispunkte 
ebenfalls auf den Ort (S8;+K;) fallen müssen, und welches mit (K,./,) dureh 
den Durchschnitt der entsprechenden Elemente (S, und A; S, und MA, ete.) 
jenen zusammengesetzten Ort (S,+K,) erzeugt. Die beiden Curven 8, und 8; 
lassen sich wie folgt bestimmen. 
Die Curve Ä, des Büschels (K,. A,) schneidet die Curve Ä, in den »’ Punkten 
Be. 
und diese bestimmen mit dem willkürlich auf der Curve 8, gewählten Punki 
P die Curve S,: ebenso schneidet X, die Curve K, in den Punkten 
5 ee ı Pr 
und diese bestimmen mit P die Curve S8,. Damit ist das zu (A,. 4, pro- 
jeetivische Curvenbüschel (S,. S;) der »'" Ordnung festgestellt, und die \n — | 
übrigen Basispunkte desselben (ausser P) müssen ebenfalls auf die Curve 8 
fallen. Aus dieser Betrachtung ergiebt sich folgender Salz: 
Hat man in einer Ebene drei beliebige Curven R,. I,, A, der m 
Ordnung und legt durch einen willkürlichen Punkt P in dieser Ebene drei 
andere Curven S,.S;. 8; 


J 


„ ebenfalls von der n'” Ordnung, durch die jedes- 
maligen Durchschnittspunkte von zwei der obigen Curven RK, und KK;: 
K, und K;; K, und K,), so treffen sich diese drei Curven S,. S,. S, (ausser 
im Punkte P) in noch weiteren n —1) Punkten. 

Man hätte diesen Salz auch so aussprechen können: 

Schneidet man zwei Cureven K, und RK, der n’” Ordnung durch eine 
Curve K, derselben Ordnung, so kann man durch die Durchschnittspunkte 
von K, mit KR, eine beliebige Curve S, der n“' Ordnung und durch die 
Durchschnittspunkte von KR, mit K, eine beliebige Curve 8, (ebenfalls von 
der n’" Ordnung) legen: alsdann müssen immer die n’ Schnittpunkte von 
K, und K, und die n' Schnittpunkte von S, und S, auf einer und der- 
selben Curve 8, der n’" Ordnung liegen. 

Diese Sätze lassen sich leicht auf Kegelschnitte übertragen; wir wollen hier 
nur noch auf einige besondere Fälle aufmerksam machen: 

Schneidet eine Gerade A (eigentlich zwei zusammenfallende Gerade) 
zwei KIegelschnitte K, und K, in den Punktepaaren \a,a,. \b,b, . so 
werden zwei durch einen Punkt P gehende Kegelschnitte S, und S,. von 
denen der erste K, in a, und a, und der zweite K, in b, und b, berührt, 


sich in noch drei weitern Punkten schneiden, die auf denjenigen Keyel- 
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schnitt fallen müssen, der durch den Punkt P und die vier Schnittpunkte 
von K, und K, bestimmt wird. 
Fällt die Gerade A mit einer der gemeinschaftlichen Tangenten beider Kegel- 
schnille zusammen, so folgt: 

Die acht Kegelschnitte, welche in den Berührungspunkten a und eo, 
b und 9, e und 7, d und Ö der gemeinschaftlichen Tangenten von K, und 
K, mit diesen eine vierpunktige berührung besitzen und durch denselben 
Punkt P gehen, schneiden sich paarweise in noch drei Punkten desjenigen 
Kegelschnittes, der durch P und die vier Schnittpunkte von K, und K, 
bestimmt wird. 

Bekanntlich liegen die acht Berührungspunkte (a, «), (b, P). (e,y). (d,d) der 
oemeinschafilichen Tangenten zweier Kegelschnitte X, und K, wieder auf einem 
Kevelschnitt; daher gilt folgender Satz: 

Legt man durch die vier Berührungspunkte a, b, c, d auf K, und 
ebenso durch die vier Berührungspunkte a, , y, d auf K, zwei Kegel- 
schnitte, die sich in demselben Punkt P schneiden, so fallen ihre übrigen 
drei Schnittpunkte auf denjenigen Kegelschnitt, der durch P und die vier 
Schnittpunkte von K, und ‚IK, bestimmt wird. 


elc. elc. 


1. 
Seien S, und S, zwei Elemente eines Curvenbüschels (S,. S,) der »’”” 
Ordnung und 
a,a,...a,b,b»...b, 
die »’ = p-+-g Basispunkte desselben. Ueber die Zahl q soll so verfügt werden. 
dass die q Punkte 
b,b,...b, 


zur Bestimmung einer Curve E, der (a— 1)t®® Ordnung gerade hinreichen, also: 


gq=4n—1)(n+2)= 4(n—1)(n—1+3); 





dann ist 
p=ı4nn—1l)+1. 
Legt man nun durch die p Punkte 


A, Gy...d, 


eine heliebige weitere Curve S, der »‘“® Ordnung, so bilden die beiden Curven 


Y 


S, und E, einen zusammengeselzten Ort S;+&;,) der (?r— 1)! Ordnung, 


auf welchem die Basispunkte des Curvenbüschels ($,, S,) vertheilt liegen; nach 
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dem in der Einleitung gegebenen Theorem muss es daher ein zum Curven- 


büschel (S,.S,) der »!® Ordnung projectivisches Curvenbüschel der (n-— 1er 
Ordnung geben, dessen Basispunkte ebenfalls auf dem zusammengeselzten Ort 


(8;+ E; 


‚) vertheilt liegen, und welches mit dem ersten Büschel (S,. Ss. durch 
den Durchschnitt der entsprechenden Elemente jenen Ort erzeugt. Bezeichne! 
man die den Curven S, und S, entsprechenden Curven im zweiten Büschel mit 
E, und E,; also das Curvenbüschel selbst mit (E,. E,). so entsteht die Fraee: 
Wie viele von den (»—1)' Basispunkten fallen auf S, und wie viele auf E,? 
Aus der Zahl der Durchschnittspunkte von S, und 8, mit 8, und E, ergiebt 


sich nun sehr leicht. dass von der Basis 


"PR PRRR 28 > 99 > PORAENE y DR 
des Curvenbüschels (E,. E, 
. = 4(n—-1)(n—2 
Punkte auf S, und 
u= inn—I 
Punkte auf E, fallen müssen. 
Betrachtet man andererseits die beiden Curven S, und $S, als die Elemente 


eines Curvenbüschels (S,. S;) der »t“" Ordnung, während die Curven (S:+E, 


den zusammengesetzten Ort der 2» — 1)!" Ordnung darstellen. so wird jetzi 


osbüschel dieses Ortes, und von 


(E,. E,) das zu (S,, S,) projectivische Zeugun 
den A+u = (»—1) Basispunkten 
0,03... PıPa:--Pu 


desselben fallen die Punkte 


A 
auf die Curve S,, während die Punkte 

Pı Pr+.-Pu 
wie oben die Schnittpunkte von E,. E, und E, darstellen. 

Entsprechend verhält sich die Sache, wenn man (S,,S,) und (E,. E, 
als projectivische Zeugungsbüschel des Ortes (S,+E,) auflasst. Aus dieser 
Betrachtung entspringt folgender Satz: 

Schneiden sich drei Curven 


S, . S; L) S; 
Ordnung in denselben 


ten 


der n 
p= Yn(n—1)+1 


Punkten 


d, & 4; 
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so schneiden sie sich paarweise in noch weitern 





q=4(n—1)(n+2) = 4(n—1)(n—1+3 
Punkten und bestimmen dadurch drei Curven 


der (n—1)'” Ordnung. Diese drei Curven 
E,, E.. E, 
gehen durch dieselben 
u= in(n—1) 


Punkte 


B; Pa. .. P, 
der Ebene, während ihre übrigen 
, = 4(n—1)(n-—2) 
Schnittpunkte paarweise genommen bezüglich auf die drei Curven 
S; , S; ’ I; 
zu liegen kommen. 
Für » =2 ergiebt sich daraus der bekannte Lehrsatz: 


Schneiden sich drei Kegelschnitte in denselben zwei Punkten der 
Ebene, so schneiden sie sich paarweise in noch weitern zwei Punkten: die 
durch diese Punktepaare bestimmten drei Geraden gehen durch denselben 
Punkt der Ebene. 
Ebenso folgt für n=3: 


Schneiden sich drei Curven der dritten Ordnung in denselben vier 
Punkten, so schneiden sie sich paarweise in noch fünf Punkten; die da- 
(durch bestimmten drei Kegelschnitte gehen durch dieselben drei Punkte der 
Ebene, während ihre vierten Schnittpunkte bezüglich auf die drei Curven 
der dritten Ordnung zu liegen kommen. 

elc. elc. 


I. 


Wie in II. seien S, und S, wieder zwei Curven eines Curvenbüschels 
S,.S,) der „tn Ordnung, dessen p+q=n" Basispunkte 


a,d,...4,b,b2...b, 
diesmal so vertheilt werden sollen. dass durch die q Punkte 
b,b....b, 
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=>) 


eine Curve E, der (a — 2)!" Ordnung bestimmt wird: also 


q=ı(n—2)(n+1)=1} n—?2 n—2- 3). 
p=4in(n+1)+1. 
Indem man alsdann durch die p Punkte 
0 0...G, 
wieder eine beliebige weitere Curve S, der „ten Ordnung legt und die Unter- 
suchung genau wie in Il. durchführt. gelangt man zu dem entsprechenden Satze: 
Schneiden sich drei Curven 
Ss. 8,8, 
der n’“" Ordnung in denselben 
p = In(n+1l)+1 
Punkten 
u... 


so schneiden sie sich paarweise in noch weitern 





‘ 


qg=4(n—2)(n+1)=4(n—? a—2+3 
Punkten und bestimmen dadurch drei Curven 
E,;, Eu E 
der (n—2)'”" Ordnung. Diese drei Curven 
E, E. E; 
gehen durch dieselben 
u= An—?R)(n—3 


Punkte 


der Ebene; ihre übrigen 
, = I(n—1)(n—2 
Schnittpunkte (paarweise genommen) fallen bezüglich auf die drei Curven 
Sı. S;. I; . 
So folgt für n=3: 
Schneiden sich drei Curven der dritten Ordnung in denselben sieben 
Punkten der Ebene, so schneiden sie sich paarweise in noch zwei Punkten : 
die dadurch bestimmten drei Geraden bilden ein Dreiseit,. dessen drei Eck- 
punkte bezüglich auf die drei Curcen der dritten Ordnung zu liegen kommen. 
Ebenso für z=4: 
Gehen drei Curven der vierten Ordnung durch dieselben elf Punkte 
der Ebene, so schneiden sie sich paarweise in noch fünf Punkten und 
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bestimmen drei Kegelschnitte. Diese drei Kegelschnitte treffen sich in einem 
und demselben Punkte der Ebene, während ihre drei übrigen Schnittpunkte 
bezüglich auf die drei Curven der vierten Ordnung fallen. 

elc. eic. 

Die vielen besondern Fälle. die in diesen allgemeinen Sätzen enthalten 
sind und dadurch hervorgehen, dass man von den Schnittpunkten der Curven 
einige oder alle zusammenfallen lässt, sollen hier übergangen werden; ebenso 
auch die Ueberiragung dieser Sätze miltelst des Polarilätsgeselzes auf die Curven 


der entsprechenden (lasse. 


Schaffhausen. im Juni 1868. 











Ueber die Differentialquotienten der Kugelfunetionen. 


(Von Herrn R. Most ın Stettin.) 


.op . . - » ’n ; 
Di. ersten Dilferentialquotienten der Kugelfunetionen -— r —_ und 
(dir 
do" (a) . v . » IN r ..\ . 
Hr — sind von den Herren Christoffel”) und Heine**) in Reihen nach Kugel- 


funetionen entwickelt worden: dass auch die höheren Dillerentialquotienten zu 
den Functionen gehören, welche auf einfache Reihenentwicklungen nach Kugel- 
funetionen führen. lässt sich folsendermassen übersehen. Selzt man: 


1. 1-22 +1” er. C"(z)a” 


wo v eine beliebige Zahl sein kann. so erhält man durch Differentiiren nach 


xz und « folgende Gleichungen: 


. d’C, (z a A 
2. u u Pv(v+1)...v+p-1)0,F (8). 
R - x Die) =-C},,(2)—-EC), (a 
\ is 
3 | > r ei => nC’ ,(z)+(n+2v)C}7 (x), 
Int» ei Zr n(n—1)C",,(2)— (n+?2v+1)(n+?2v) CH], (z 


Die Gleichungen /3.) enthalten den Grund dafür. dass alle Functionen y. 
welche der Gleichung: 
a dı 
(4. ee —1) I +ße— -yy 0 


a. * dc 
(senüge thun. einfache Reihenentwicklungen nach Kugelfunctionen geben. Die 


(oefficienten der Reihe: 


I 


(5. = Z4AUle 
\ « p q 
werden nämlich mit Hülfe der Gleichungen (3.) durch folgende Bedingungen 


bestimmt: 


*) De motu permanenti electricitatis in corporibus homogeneis, p. 53. 
**) Handbuch der Kugelfunctionen, p. 54. 


21” 
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4,0: \z)[e(g+ 27 +H1)(g+ vr) lg +v)+y] = 0, 
\Au 6 (a) [a (+27 +2) (+7 +1) Blg+Ww+H1)47] = 0, 


6 a p+v+2 ep(p—IN)+Pp-+y “ 
| ae p+v alp+2v-+3)(p +2v+2) — B(p+2v+2)+7 


[An terD+D+ en 
A,ler(r—1)+Pßr+y] = 0 


Den beiden ersten Gleichungen wird in den meisten Fällen durch g=0 Genüge 





gethan, da C7 (x) und C7’(x) der Null gleich sind; zuweilen aber ist q aus 
dem Verschwinden der Klammergrösse zu bestimmen. 

Um die beiden ersten Coefficienten A, und A,,, zu gewinnen, folgere 
man aus der bei Ableitung der Gleichungen (3.) gewonnenen Beziehung: 


d’C, (x) 


4 ’ 26 ‘ IC} 
.. 2 — 1) | ar nu (2v+ 1) 2 en (@) 


dx 


nach bekannten Meihoden den Werth der Integrale 


—n(2v+n)C}(z) = 0 


| 
/ (1—-2°)’"C:(2)C0” (z)dze = 0, 





' un 2\y—irMn “2 zu II(2v+n—1) I’ (v—;%) 
= u 2 0 (x) e J neun - _ - be) 
| / 1-z’’ [CH (a) de 3 In) IP (v1) ° 
| oder _ a M@rtn-1) No-—y) 





vtn)Im) M&ı—-1) MH@-—1) 
Dann ist: 
z | 
/ yA—a’y-tC! (a)de 


A. = hen s 


A, | 
j Ad-ay-1{0 a)l’dr 


—1 





und A,,, hat den entsprechenden Werth. 

Da cosm$ und sinm$ für e = cos der Differentialgleichung (4.) mit 
den Werthen «= P=1, y=—m’ genügen. so erhält man nach den Glei- 
chungen (6.) und (8.) für »= } die Entwicklungen bei einem beliebigen m: 











a mr u m’ (m? —2°) ' 
>) GO PER BE... 
) En Ba E EEE pr „Pr (2) I Sn ZI (2) + | 
‚I— cosmn 1 PR 1?) (m? — 3°) g; 
| ee age a, © 2, nTPXz Se). . 
Q, Tu— Ks (=) a "m ep wi 
mt — —. 1+ - => 33 5P’z)+:- J 
sınmrz ff .] 
ee 13P P'2)+— ee (+ 
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Ist m eine ganze Zahl, so wird die Entwicklung von sinmJ bedeutungslos; 
alsdann giebt aber auch die erste Bedingungsgleichung aus (6.): 


(q+1)’—m = 0 


für q einen möglichen Werth, und man erhält: 


4 2.4...2m—2 . ' ne (m—1Y- 
sinmd = (Zm1) Pr!) 4 PN 43) Prit (a 





n 1.3...2m—3 


om -7)P"’(x 


eine Entwicklung, welche nach geringen Umformungen mit der von Herrn 


 [m—1)’—m’][(m-+1)’—m’ 
|(m-+ 2)’—m’ || (m 14)’— m? 


Heine *) gegebenen übereinstimmt. 
Entsprechend erhält man: 








1er" fr WO m (m’ +2’ | 
\2e"” = — — | 14 —— IP) + rar IP (2) + - | 
10.) m 1" L m --3 7 (m +3°)(m’+5 
ui 1—e"" f, m’+-1? (m’-+1”)(m?-+3°) 
Bü ey 5 y 3P' Ab we. - > - . T P’ | Hr T 2 | 2 ) » . | | pP N Bu | Pe si 
| m’? L N’ m’r4 “77 (m? +4°) (m?-+6° Zr 




















Für (1—-z,” wird «@=1, = —?2(m—1) und y -2m, so dass 
ben 
A-a" — nd a II(m+v ») v4 9 e 1 m C? (x) 
\ IIm+v) Uvw—4) L 2yv-1)(v+m-+1 
11.) \ 
" 1.3.m(m—1 
77 @&v+H1)R2v+35)(v+m-+1)(v+m+2 
wird; ist m eine ganze Zahl, so bricht die Reihe mit C/}”/z) ab. 
Für x” ist «&=0, 3=1 und y=-—m, daher wird. wenn m eine ganze 
9 # ) 
Zahl ist. 
[| _„ Am)Iß@—Ai)r | v+m Zu er 
ı" = DER | v-+m) CH (2) + —— (r+m—2)CH"(z 
cs 2” ]II(m + v) 1 
(12.) ‘ | ( 
 (v-m)\v+-m—1) NOERHER 
a -(v+m—4) 0" "(€ 


Ist m ein Bruch, so sind A, und A, nach der Vorschrift Dirichlets zu be- 
rechnen **), man erhält: 


*) Handbuch der Kugelfunctionen, pag. 46. 


**) Vergleiche Bauer, Entwicklung nach Kugelfunctionen, Bd. 56, pag. 113 dieses 
Journals. 
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1” — 
m — 
| n( wi 
I(vw—1) [ m ER 
1 \ ı 6 ‘2 / 
Sa FE. V (vy+2)C“ »B 
‘ yı a | ) TZIsrs! Zu 
m(m — ?) 
RE RR | v+4)CHz)+-- | 
12 .)\  (m-+2v- +2)(m-+ 2v+4)‘ 
m 
n() 
2 Et FREE m — 1 | | 
H4 - 2 ( TEE ; v+1 ‚O,(z = m+2v-+3 ut -. 3) C}\ z 
2 ne de “n 





f 3\ 
4 (m — 1) (m— 3) 5)C5 (2)+ | 
-— m [2 : N \ —- f ba 4 r D . 
(m-+2v 73)(m +29-+5)° FH 


Aus der Gleichung (11.) lässt sich nun zunächst der Werth des Integrals: 


(I 
\ / (1 a ae 0" (2) dr 
13. _ 
= (ra: RE W) Ho) Mutti) 
7er IIv— u— In) I v-+3n) I(u—1) 
wo n eine gerade Zahl ist, folegern: ERNEUER » eine ungerade Zahl. so wird 
das Integral der Null gleich, weil C}(—x) = (-1)"C% (x) ist. Mit Hülfe der 


(Gleichungen (6.) und (13.) erhält man er die Reihenentwicklung: 





\ IC m Esther Ai He K +r)C(2)—-(n+r—R2)- w—u)(n+ ei Ei 
14. Iu—1) Ilin-+v)L' <a, | ’A.n + - 
Ber EEE TREE N, 


1.2(n+u—I)(n+u—2) 3 
Diese Reihe hat zunächst, ihrer Ableitung nach, nur Gültigkeit, wenn v» > u 
ist. doch überzeugt man sich von ihrer Alleemeingültigkeit. wenn man sich 
Ci;(@) in Potenzen nach x entwickelt und diese Potenzen nach (12.) durch 
Funelionen € x) ausgedrückt denkt: da dieser Ausdruck für ein beliebiges v 


gilt. so müssen die zu C?’(x) gehörigen Coelfieienten auch allgemeine Geltung 














haben. Durch die Gleichungen (14.) und \8.) bestimmt man das Integral: 
| [A-2600 CHa)de = 
| e | ff. Pr® 
19.) 4 T“ Y __ M@—a) IHf@vt4n—1) No—y (u z >) 
I), Marl in I) N ıı(v +25) I (u—1) 


wenn v > u ist; im entgegengesetzten Falle geht die rechte Seite der Glei- 
chung (15.) über in: 
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> DR % IN 
- Ir u—r (f A / P+ 
15" yr 2 / IT2v+-n—1 II(v I\ u > y 
Di) 4 — - 
4 Rp I—n\ Il(u- -v—1} Ii(2v- 1 I--1 —1 
II(n) n(! 2 ) \ ‘ I\ v- Br Im 
beide Ausdrücke gelten nur, wenn p grösser als » und gleicheradie mit » ist: 
sind diese Bedingungen nicht erfüllt, so wird das Integral der Null »leich. 
Mit Hülfe des Integrals (15.) gewinnt man die Reihenentwickluns: 
1-2’) C'(a 
| l IT ?v-+n—1 IT (v— u—1) II (v—u+n—1' [ ( 
= — | ——_ — — —— —[(r—u+n x 
24 II v+n)Il(v—1 I(!v—2u+n—1 
16.) 19-19 uln-Ii)\n-+2)(v—utn r 
— (v—u-+n-+2)— —— Ä l 
7A. Avr— Ru +n) vr —2utrn-+I)v+n 1 di 
N nA u (u—I)n-+1)...(n+I)v— u+n)v—u+n-1 (+4 
(| vV—UTNT3) SS - \ Tr 
| ; 777 FLRRV—Ru-n)...(2v—2u+n-4+3)v+n+1)vın +2) 77% 
welche als eine Erweiterung der dritten Gleichung unter (3.) angesehen werden 
kann. — Indem der Raum hier nicht gestaltet. alle Anwendungen der Glei- 
chung (4.) aufzuführen, gehen wir zu den Differentialquotienten der Kugel- 
functionen über: zunächst ist klar, dass die aus der ersten der Gleichungen (3. 
abzuleitende Beziehung: 
17.) vC,,(2) = (n+v)C(z)+(n+Vv—2)G "(DH (Rn +rVr—40," le 
. .. (le) en a 
für v=} den für Zn U Herrn Christoffel *) gegebenen Ausdruck dar- 
stellt; im Allgemeinen aber erhält man aus Gleichung (14.), wenn r— u eine 
ganze positive Zahl darstellt und «= 5 geselzt wird, die Gleichung: 
P'’(z 
\ 1 Bei | mt! e+Ptie(z m(n--m-- 1) dr Prtm 
sale 7 — 1 (24m 5)- _— —- —— (n+m—3 
18.) 2” Il(n-+m--1) er 42” l.(n—4 u d.c" 
|  m(m—I)(n+m-+3)(n+m—1 | Et 
— —— —— (n+m 1) — ar i 
1.2(n —ı)m— 3) en 2. jo: 
und im entgegengesetzten Falle, wenn «—»v eine ganze Zahl darstellt und 
v= 4 gesetzt wird, ergiebt sich aus (14.): 
dr Pr" x 2m II (n nn 1 | ee om (n or m—+ 1 . £ ”. 
au = ——- 1 n—m+1)P""(2)+ — ——— (n—m—}) P"""(x 
1 du” Ikn—m-++) UL E - I(n—1) a 
18° \ \ ' ie, \ - 
i m(m+i)(n— m-+!ı)(n—m—1) a 
+ rn (n—m—}%)I z)+ +1» 
1.2(n—4)(n— 3) ia 


*) a.a.0. pag. 53. 
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Mit Hülfe der Gleichung — = Z(2n+1)P'(2)0*(W) leitet man 


dann die entsprechende Gleichung für die Kugelfunctionen zweiter Art ab: 


d” ()" (2) 
dx" 


Bi 3 (2) RD tm+4) 0ER) (tm) te 











II(n+4 ) 1.(n+3) 
m mat YRTMTE m 2) a)+] 





1.2.(n +32)(n +3) 
Stettin, 1868. 
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Ueber eine algebraische Aufgabe, welche einer Gat- 
tung geometrischer Probleme zu Grunde liegt. 


(Von den Herren Rosanes und Pasch in Breslau.) 


Die in diesem Journal Bd. 64. S. 126 ff. behandelte geometrische Auf- 
gabe*) — und überhaupt eine ne von solchen — tritt. rein algebraisch 
aufgefasst, in folgender Form auf. Zwischen zwei Grössen 4,. t, besteht eine 
symmetrische und in Bezug auf beide quadratische Gleichung 

ftst)= aßh+ 2b +) Fe ++ 2A +2elo+t)+f= 0. 
Der Werth von £, bestimmt durch die Gleichung f(t,, &) =0 zwei Werthe 
von f,, von denen wir den von #, verschiedenen wählen und durch Einsetzen 
desselben in die Gleichung f(t;. f,) =0 den von f, verschiedenen Werth von 
t, berechnen, u.s. f. In der so entstehenden Folge von Zahlen #,. f,. b,.... 
ist irgend eine, Z,, mit Z, durch eine Gleichung von der Form 
(st) = a, ÄR+2b,_ +) +e.lto+t,)+2d,_ bb +2e, litt) +f,_ = 0 


i 


verbunden, wo 4a,_,. b,_ı,... ganze homogene Functionen von a, b,.... vom 
Grade »° sind. Die Forderung ist, dass für ein gegebenes n, welches — 2, 


{„—1t, sei, zugleich aber auch £,,,=t,, wodurch allgemein i,=t,,, = t,_, 
bedingt wird, d. h. die Werthe 4, .... £, sollen eine Reihe bilden, welche 
sich von jedem aus nach beiden Seiten schliesst. 

I. Zunächst wird es sich darum handeln, die Form der Function 
f._ı (to, t,) näher festzustellen. Bei Einführung der Grössen 


| a, db, d,| 





4 | b, C, ©, | R, 

| 2 | 

u &u fi 
Ok, oh, Y Ob, . OA, ,Qy! Oh, A Ob, 
4A, = SB, = s AC, =. sD, — SE. = AF, = Zu 
da, ? ob, ? OC, od, ' de, ’ of 

ergiebt sich die Disceriminante von f,(k,. £,., 
AS, (£,) Ban A, Zumicı 2B. ‚tu+ 2 (C, +2D,)b — BEE 071 Ft}. 


*) Zu dem dort gegebenen Literatur-Nachweise ist jetzt hinzuzufügen: M. Simon, 
De relationibus inter constantes duarum linearum secundi ordinis, ut sit polygonum 
alteri inseriptum, circumscriptum alteri, Inauguraldissertation, Berlin 1867. In dieser 
Abhandlung, welche mit Zugrundlegung der Normaltorm der elliptischen Functionen 
des Herrn Weierstrass die nothwendigen Beiaatinsungen in den Invarianten 
der zwei Kegelschnitte entwickelt, ist die vorliegende Aufgabe pag. 1—12 gleich- 
falls berührt. 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft ?. 22 
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Ihre Bedeutung beweist, dass dieselbe für alle Wurzeln der Gleichung 4(t,) = 0 
verschwindet und somit das Product von .4(t,) und dem Quadrate einer ganzen 
Function P, von a, b,... ist. Durch rg dieses Umstandes liefern die 
ee ,,a,=4(0, F- E,). 4,6.=4(D,E,—-B,F,) ete. mit Zuziehung von 
=4(CF—-E’), Ab=4(DE—BF) etc. folgende Formen der Coefficienten a,, b 











ny I Ale 
” S, 
\ (,, ; :aR,,ı-4FS, +19 b,: bR,;. ZES, 21; cz: eR,,ı- 4DS,,1-% R $ w) 
’ Ss: 
f; ‘ fR. + —4ASs,, 19 e, . eR, .ı +2BS,..ı> 19 d,- -AR, -} ıt (4D- -2C)S,, 1 + 21 Rn? 
AP} PL (CP —C, r : . 
in welchen AR,,, = Far Gr ( 3 ) ganze Functionen sind. weil 


aA—fF und bB—eE keinen gemeinsamen Factor besitzen; ebenso kn 22. 
n—+i 


Um das Bildungsgesetz dieser Functionen zu ermitteln, setzen wir 


far (los t,) Ep, (tb) +2t, ZUR (u) + X-ı (by, ’ 
f(d,., L, ‚1) ago uyp(t.,..)+2t, war) +x(t +1) 
und erhalten durch Elimination von #£,: 





2.) Ps (dos Eu. 1) fa (to > (4) un U END — Par lb) uf | 

| Fr pl) Ya) pn ibo)ybrn)} ta )Wn (to, —ulbo)weEnrı)}- 

Die hieraus durch Vergleichung der höchsten Potenzen sich ergebende Gleichung 
a,a,_. = (ac,_, —a,_,c) —4(ab,_,—a,_ıb)(be,_,—b,_ıcC) 

geht durch Einführung der Werthe von a,, @,_ı, @,_, ... nach (1.) in 


aR,;ı R,_ı Br 4aF(R,,ıS.-1+ R,-ıS,..1) +7 16F’S, |, S.-ı 
w S, N 
— gg} EEE SEE 3) +(4eF-4aD—ai 7) 
: S’ ia 








Rz )—4F(al—4Fo), 


über, da, wenn der Pen wegen d=d-c, 0=d?—4D-+C*) gesetzt wird, 
b(aE+2bF) --a(cF-aD) = a(aD+bE+dF)— F(ad+ac—2b’) = — aFd—2F°, 
(aE+RbF‘) (cE+2bD) + (cF-aD)’ = F(2beE+c’F+2acD-ADF)+acE’+2abDE+a’D’ 
— 2cF(aD+bE+dF)+FX0®—d’—AD)+ EEF+(aD-+bE)} = F?o—taFi 
ist. Man hat somit: 
(3.)  a’&,+4aFn,+16F’f, = 0, wo 


AS2N\? Sn 
ne RyR_.-(7) ; MM —(S, 41 R,_ı + S,_MR.;)+ 15:20 7° +), 
2 Sn 
5 _ 481, 0—4 a) 


Ir 





*) 0, o, A sind die einfachsten Invarianten der bi-binären Form u?u CH a): 
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Ebenso gilt. da 5,, ?., 5. durch gleichzeitige Vertauschung von a und f, b 
und e sich nicht ändern, die Gleichung 

4) P5.+4fAm+164°5, = 0. 
Zu diesen beiden Gleichungen ar und (4.) tritt ” bemerkenswerthe Identität 


Ä 4). a DR 
(9.) S_,(: n B_ nt n 82 (8, = ) N R, ; Sau e 0 


hinzu. und wir haben somit zwischen $,, n,, £, drei Gleichungen. welche 


beweisen, dass diese drei Ausdrücke für jedes » identisch verschwinden. In 
der That ist dazu ausreichend. dass für irgend ein » einer der Ausdrücke zu 
Null wird, da die Determinante der drei Gleichungen, a,_f._.(aA—fF), 
nicht identisch verschwinden kann; und für „= I geht aus (2.). indem man 
f-ı(t.6) = — (tut) nimmt, hervor, dass 2 Pe fi = f»—-440, mithin 
R =1,9=0, R=4 = 0, folglich = 0 i 
Die beiden Folgen von Grössen R,, S, a nunmehr auf eine re- 
ducirt, wenn man q, durch die Gleichungen 
5, = An-ı@ un Sn 1 
einführt und &,=0, &,.,=0 somit in 
BR, sie. AR. Ren 
umgestaltet, woraus durch Division 
Bi. Ri 
In ga 1° qsıı ga 
R,RIR,=Kg;ggı, also R,—=g; ist, so wird allgemein 
R,, = 1q:, > R.r = Gent» 
so dass sich g, als ganze Function erweist. Schliesslich erhält man also: 
n gerade: fa-ı (los Eu) Pr. kquf(to 1) — 49,921 Qu41$ (bus )— In-ıYarı (u), 
n ungerade: flo, 1.) = q. ft, 2) INH P (bo, L, )— iq, In41llo—t)”, 
wo gl(ist) = FÜR -Ett, (4) + Di + —-(2D- C)tut,— Bit+t,)+A, 
also yli,dh) = It) *). 
Il. Bei der vorgelegten Aufgabe ist es nothwendig, dass f, für jedes 





folgt. Da R,=g!, R,=/ 





h, an Stelle von f,., gesetzt, die Gleichungen 


Nn— t,, t +4n 
En ur E.4n) — 0 und 6 ı(lta; eh ) — 0 


oty4 n 


erfüllt und mithin mindestens doppelte Wurzel der Gleichung f,_. (f,, ,) = 0 








) aus fa-ı(t,, tn) gefunden wird. Bildet 


t,) 


*) Hieraus ist leicht zu sehen, wie f(t,. 


man 9,-ı(t,,t„) aus fu-ı, wie @ aus f, so ergiebt sich 


R.f(t,, L)= — n—ılt,,t * - 4a Pn-ı(t, ; L)— An_ı@’(t, u ar 


wo « von einer Gleichung des SA n’ abhängt. 


22 * 
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ist. d. h.. wegen n>>?2, dass f,_ı/t,, t,) identisch verschwindet. Die Reihe 
bu. tb, ... schliesst sich also entweder gar nicht oder für jeden Werth von £,. 
Die gewünschte Bedingung ergiebt sich demnach aus dem den Coef- 
ficienten der Function f,_, (fo, f,) gemeinschaftlichen Factor *) in der Form 
ga = 0 
in Uebereinsiimmung damit, dass die geometrischen und analytischen Unter- 
suchungen über hierher gehörige Aufgaben immer zu einer einzigen, vom 
Anfangswerthe unabhängigen Bedingung geführt haben. Das Bildungsgesetz 
der Function q, wird auf Grund der Gleichungen 7,={,=0 durch die Formeln 
» gerade: n ungerade: 
4u-2 9427 An—ı ar = 0Qn, In_2 Qn+2t Aga-ı dar = 099; 
An- 4, ıt Qu An Zu 1A +2Ig.-14n- ı)» An: q. -ıtQn+2 In-ı = (+ Inga b 
md, => 1, G6,=060 
auf zwei Arten ausgedrückt, deren Gleichwerthigkeit wegen der Uebereinstim- 
mung der Anlangswerthe durch die identische Relation (5.) dargethan ist. Im 


Besonderen hat man: 








a 2b c 
0=|28 Beh) Bel. nd 
2e f 





Die erhaltenen Formeln lassen erkennen, dass q, eine ganze Function 
der drei Invarianten 4, o, Öd ist, welche für =0=0 verschwindet. In a, 
b,e,... ist die Dimension = 4n»’—1 oder 4(n’—1), jenachdem z gerade oder 
ungerade ist. Es zeigt sich ferner, der geometrischen Bedeutung entsprechend, 
dass, wenn gleichzeitig q,=g,=0 und m, n auf einander folgende oder über- 
haupt relativ prime Zahlen sind, auch A und o, sowie sämmtliche q ver- 
schwinden. Durch die Substitution 


In—19n-+1 


S, aan qn 


ergiebt sich: 
uernt =c, (8,1 +5,21) > 208,44, wenn n gerade, 


$,8,_1Surı +48, „ &(8,_1+8,,1) = 20s,+1, wenn n» ungerade, 


I 
=) 


*) Die nach Ausscheidung dieses Factors verbleibenden Bedingungen führen ent- 
weder dazu, dass f(t,,t,) ein vollständiges Quadrat und zwar für ungerade » gleich 
(,—t,)’, oder dass A= 0 —=0 sein, d.h. f(t,,t,) einen Factor (t,—e)(t, —«) enthalten 


\*% 


de folgenden Fuuctionen f identisch verschwinden müssen. 








Rosanes und Pasch, algebraische Grundlage einer Gattung geometrischer Probleme. 173 



























und durch Elimination von s,,, entweder: 


n—hS,_ 


6.) 85, _1—208,8,_ 8 to=0 oder s,s,_—20s,s,_—s,—s,_,t0=0. 
Gleichungen, welche nur zwei Indices enthalten. 

Ill. Um jetzt die Bedingung für ein »-Eck zu erhalten. welches einem 
Kegelschnitt A=0 einbeschrieben und einem andern B= 0 umschrieben ist. 
hat man das Resultat der Elimination von w aus den Gleichungen /12.) in der 
Eingangs erwähnten Abhandlung in algebraischer Form darzustellen und erhält 
dann, indem man unter d,@+d,@’-+d,«@--d, die Disceriminante der Function 


B-aA versteht: 





= 160 ,,0°. 0 = 03—40, ,# d: ”. 

G; = 3—40,d;. 9 = 2 80,054 0,(—40,0,). = G-— 160,0: g, elc.. 
so dass q, in den Coeffieienten der Kegelschnitte vom Grade 3 1»'—1) oder 
in» —1) ist, jenachdem » gerade oder ungerade ist. (Vgl. $.9 d.a. Abhdl.) 
Die für denselben Fall in Salmons Geometrie d. Kegelschn.. übers. v. Fiedler. 
| Art. 375 angegebenen Gleichungen zwischen w,. w, und w,. w, stimmen mit 

(6.) überein. 
Ihre allgemeinere Anwendung finden die obigen Resultate bei jeder 
Curve, deren Coordinaten sich durch eine Grösse rational ausdrücken lassen, 
wenn auf ihr zu jedem Punkte P, zwei Punkte P, so bestimmt werden, dass 
P, auch dem Punkte P, entspricht. Ist diese Curve ein Kegelschnitt, so kann 
man nachweisen, dass die Gerade P,P, wieder einen Kegelschnitt umhüllt, 
(welcher sich auf zwei Punkte redueirt, wenn die zwischen P, und P, gegebene 
Relation zerlegbar, nur auf einen, wenn sie ein vollständiges Quadrat ist), 
und kommt also auf keine allgemeinere, als die eben besprochene Aufgabe. 
Ebenso schliesst man: die Gerade P,P, hüllt einen Kegelschnitt ein; desgleichen 
die Verbindungslinie der Punkte, in welchen P,P, und P,P;, diesen berühren; 
der Durchschnittspunkt der Tangenten des ersten Kegelschnittes in P, und P, 
durchläuft einen neuen, u. s. w. — Schliesst sich also die Reihe P,, P,..... P, 
und ist » gerade, so gehen alle Geraden P,P,,,, durch einen Punkt, und 
zwar hat dieser in Bezug auf den ersten Kegelschnitt und den von P,P, ein- 
gehüllten dieselbe Polare; denn P,, ist Schnittpunkt, wenn P, es ist ($. 8. extr. 
d. a. Abhdl.). 
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In Kürze mag hier noch die Entwickelung der mit q,=0 aequivalenten 
Bedingung Platz finden, welche sich bekanntlich durch Einführung von ellipti- 
schen Functionen herstellen lässt. Dieselbe wird zeigen, wie auch das analytische 
Verfahren bei genauer Durchführung, in Uebereinstimmung mit der oben ge- 


gebenen Fassung der Aufgabe, die beiden Gleichungen £, = t,. £,.,=t, als 


n—+ 
Forderungen voraussetzt und dann im Allgemeinen nur eine Bedingung ergiebt. 

Schliessen wir nämlich aus, dass /‘t) ein volles Quadrat ist, und dass 
es für einen der Werthe 4, £,,....£, verschwindet. so können wir wegen 


der Relation 





2 ‘ i \ 6) (E,, #,) we AA’ 
Kat 2b, te)flust) = ( 2 ) +44) 


unter ı: eine einfache Wurzel der Gleichung f\t,. &,)=(0 verstehen und, da 
dann dt, —dt, für ,=t,= u, zwischen 4, und £#, die Differentialgleichung 
dt di 


0 ! 


YA) VA) 





gegengesetzte Werthe, ® und —w, annehmen. Wir bezeichnen ferner (die 
Zahlen durch Punkte der Ebene repräsentirt) mit w einen Weg. der von u 
bis in die Nähe einer einfachen Wurzel » der Gleichung //v) = 0, auf einem 
Kreise um diesen herum und auf der ersten Strecke nach « zurückführt; mit 
wc, einen Weg von w nach £,, mit ww, die Abbildung des Weges w-+w;,_, 
durch die Gleichung f(t,_,,#,)=0, w als Anfangswerth genommen; endlich 
mit J und J, die Integrale von dt(4(t))”*, ersteres längs ® mit dem Anfangs- 


werthe w, letzteres längs w, mit dem Anfangswerthe —w von y.4(t). Dann 
ist +5, —J,,1=0, folglich »J+J,—J,.=0. Die Abbildung des von f, nach 
{, führenden Weges —w,+w, oder —(w+w,)+(w+w,) ist aber der Weg 
—%0,-+%,;ı, Welcher von f, nach £,,, führt. Ist also #,=1#, und #,,, =, 
so sind die Werthe von yAlt) an den oberen Grenzen der Integrale J, und J, 


gleich und mithin 


- ; u ’; 
nJ = einer Periode von en 


Das Stattfinden einer solchen Gleichung gestattet auch umgekehrt den Schluss, 
dass beide Bedingungen der Aufgabe erfüllt sind. 


Breslau, im October 1868. 
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Note zu dem Aufsatze „über eine Eigenschaft von 
Kunetionaldeterminanten“ Bd. 69, p. 355. dieses 
Journals, 


(Von Herrn A. Clebsch in Göttingen.) 


In dem erwähnten Aufsatze habe ich folgenden Satz bewiesen: 


Es seien fi, fa» --- fa;ı n+1 homogene ganze Functionen r'" Ordnung 
von n Variabeln, £,, &;. ... z,; ferner 1.» Sr» -.. Pur die aus ihnen ge- 
bildeten Functionaldeterminanten, und w,. Ws. ... %,., wiederum die aus den 


y gebildeten Functionaldeterminanten. Dann unterscheiden sich die w von den 
f nur um einen gemeinschaftlichen Factor M, so dass man die Gleichungen hat: 
erRf ehan ++ n rl: 

Eine Methode den Factor M zu finden besass ich zur Zeit der Ab- 
fassung jenes Aufsatzes noch nicht: ich verdanke seitdem eine solche der 
Mittheilung des Herrn Professor Gordan in Giessen und erlaube mir dieselbe 
hier mit einigen Modificationen zu reprodueiren. Da in den w keine höheren 
Differentialquotienten der f vorkommen als die zweiten. so genügt es, die 
Bildung von M unter der Voraussetzung zu geben, dass alle f von der zweilen 
Ordnung seien; und man erhält aus diesem Resultate sofort das allgemeine, 
wenn man darin statt der Coefficienten der Functionen zweiter Ordnung die 
zweiten Differentialquotienten der f setzt, dividirt durch r.r—1. Bezeichnen wir 
also symbolisch die Functionen f, welche jetzt von der zweiten Ordnung sein 
sollen, durch 

an Bes ++. at, 
wo Ausdrücke wie a, die Bedeutung a2, +4,24: haben. Die Functional- 
determinanten  (dividirt durch passend gewählte Zahlen) erhalten wir als 
die Coefficienten der « in der Determinante: 


D u 4, pı Pt 0.41 Pazı 

















7} N) N) 
1 of, N fe BE © :.. | 
> a er 7 5 | 
"oe ” 0, os, 

Be: 2 3 
= Or, = Oz, . oO: 

— . . . . . . 

! nn N nn 
vr „St 
2. OT, " OL gs Or, 

a, 165) Au. Gr 
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Diese Determinante verschwindet, wenn wir darin die « durch die f oder durch 
ihre nach einem der z genommenen Differentialquotienten ersetzen, oder endlich, 
wenn wir statt der f, die Grössen 


If. | 
1. FE 0 un 
15 I 4 = am, 


- X 
setzen. in welchen die y ganz beliebig sind. Es bestehen also identisch für 
die x wie für die y die Gleichungen: 

3 '’2 nt 2 
0 = 9.0, +0, + +Qp41.att”, 
ee, / " n+-1 n-+-1 
0 = 91.4,.4,4%2.0,0, 4° + Y.41-0% ’ay" e 
Die Functionen Y, sind jetzt von der n‘“® Ordnung; setzen wir daher 
symbolisch: 
». n Biss n n--1 n 
Yı u 2 I. 6) (fa a N, en Pa+1 . I ' . 
Hierdurch verwandeln sich die Gleichungen (1.) in: 
a 0 = 1... +l.a, ++", et, 
iu n / / ın RT nt) „(n+1) „(a +1). 
0 = L.a,a, +1, .aa, ++ ".ax a; 


zu denen, wenn man die erste nach den x differentiirt, mit den y multiplicirt 
und auf die Summe die zweite Gleichung anwendet, noch die folgende tritt: 


n—1l y 2 ın—1l yı ‚ra —1, N y2 

(3.) 0 — fi l,.a‘ ie I, .a. fe. + jet" er 
Aus den Gleichungen (2.) und (3.) ergeben sich aber noch weitere Gleichungen, 
welche benutzt werden sollen. Differentiirt man die zweite Gleichnng (2.) 


nach den z und multiplicirt mit neuen Grössen z, so lässt sich dem Resultate 


die Form geben: 


k=n+1 k—=n-+1 
. Sr. u Aa : ua 
= DI. a? = —n = a a 


Da hier die linke Seite durch Vertauschung der y mit den z ungeändert bleibt, 
so muss auf der rechten dasselbe stattfinden, und man muss also haben (die 
Summe immer für k von 1 bis „+1 ausgedehnt): 


vn 1 t rn an—1 ‘ . ü 
1 ID.aa = 1 De, 


oder, indem man die Coefficienten vergleicht und zu den wirklichen Aus- 
drücken zurückkehrt: 
CIE 8: BE 


k O8, 0% k 0X 08, 








Differentiirt man aber die zweite Gleichung (2.) und die Gleichung (3.) 
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nach den x und multiplieirt wieder mit den y, so erhält man die Glei- 


chungen: 


, 7 an—1 k . v AL J 
0 = n.2 TIP, dar + ZI". 


A 


v gkYn—? )  yyn—I1 
(0 = n1) ZT, a’ +2 Da 


i 


so dass wir eine Function £2 von der zweiten Ordnung in den y bilden können. 
welche die Formen annimmt: 


2=L{a® ID © a? 


| nA, range n.n +1 vyumr—iy (k) 
6. = th .a®' — —- un 97 a a N 
— h 6“ + N 

n.n1 


= ZT, 
ee 
Die erste dieser Formen ist die wichtigste. Sie lehrt, dass (2 die y 
nur in den Verbindungen z,y,—x,y; enthält und eine homogene Function 
zweiter Ordnung dieser Grössen ist. Insofern 2 eine Function der y ist. 
werde sie symbolisch durch 


ud bu \ 


bezeichnet; sofern sie aber eine Function der Verbindungen x,y,— x,y, ist. 
sei sie symbolisch 


8) 2= (pP) 
Der Uebergang von diesen Symbolen zu wirklichen Grössen geschieht mit 


Hülfe der Formeln 


> ee \/ —_ VOII IN OO II N JO" 
ec = (PP) Pr ep) = Sa a ar a) 





l O’pı 1 Of pr , fr Or | fi 
| A 2, da _1 zn, a), 
(9.) | n.n—1 li OX,OTH 2n x \OX OXh Oxn 02,/ u Pi OX;OXH 


Rn ) ou PB 2277 
— k) k (k) J(k) k)” EZ. v Kk N R 
uns In m. za, I/ a) I,‘ r — —— & - is 


si In.n—1% Or. 0CH 02,0%, 
Aus der Definition der ce folgt noch, dass für jeden Werth von ö 


ei) ee 
und dass ec. =. 
Sowie die aus D, werden die w aus den Coefficienten der £ in der 


folgenden Determinante definirt: 
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In Kürze mag hier noch die Entwickelung der mit q, = 0 aequivalenten 
Bedingung Platz finden, welche sich bekanntlich durch Einführung von ellipti- 
schen Functionen herstellen lässt. Dieselbe wird zeigen, wie auch das analytische 
Verfahren bei genauer Durchführung, in Uebereinstimmung mit der oben ge- 
gebenen Fassung der Aufgabe, die beiden Gleichungen t,=t,. t„,,=t, als 
Forderungen voraussetzt und dann im Allgemeinen nur eine Bedingung ergiebt. 

Schiiessen wir nämlich aus, dass J/t) ein volles Quadrat ist, und dass 
es für einen der Werthe £,, t,.....£, verschwindet, so können wir wegen 
der Relation 





Ay! A ft) N | 

Aa 2bto)flst) = (I Er ) +44) 
unter u eine einfache Wurzel der Gleichung f4,, 4,)=0 verstehen und, da 
dann di, = —dt, für =, = u, zwischen 4, und #, die Differentialgleichung 


dt 
6 
} It,) V It) 


mit der Massgabe aufstellen, dass y4(t,) und y4(t,) für ,—=t,= u zwei ent- 











gegengesetzte Werthe, » und —w, annehmen. Wir bezeichnen ferner (die 
Zahlen durch Punkte der Ebene repräsentirt) mit ®» einen Weg, der von u 
bis in die Nähe einer einfachen Wurzel » der Gleichung 4/(v) = 0, auf einem 
Kreise um diesen herum und auf der ersten Strecke nach « zurückführt; mit 
w, einen Weg von uw nach #,, mit wo, die Abbildung des Weges w-+w;,_, 
durch die Gleichung f(t,_,,#,)=0, w als Anfangswerth genommen; endlich 
mit J und J, die Integrale von dt(4(t))”, ersteres längs w mit dem Anfangs- 


werthe o, letzteres längs ww, mit dem Anfangswerihe —w von y.4(t). Dann 
ist +4, — Jh, = 0, folglich »nJ+J,—J.=0. Die Abbildung des von #, nach 


t, führenden Weges —w,+w, oder -(w+w,)+(w-+mw,) ist aber der Weg 


/ 


—%0,+%,,ı, Welcher von f, nach #,,, führt. Ist also ,=4, und #,,,=Ht,, 


so sind die Werthe von y4(t) an den oberen Grenzen der Integrale J, und J, 


gleich und mithin 


"dt 
nJ = einer Periode von Fe B 


Das Stattfinden einer solchen Gleichung gestattet auch umgekehrt den Schluss, 
dass beide Bedingungen der Aufgabe erfüllt sind. 


Breslau, im October 1868. 
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Note zu dem Aufsatze „über eine Eigenschaft von 
Kunetionaldeterminanten“ Bd. 69, p. 355. dieses 
Journals, 


(Von Herrn A. Clebsch in Göttingen.) 


I dem erwähnten Aufsatze habe ich folgenden Satz bewiesen: 


Es seien fi» fa» - -: fa:ı n+1 homogene ganze Functionen r'“ Ordnung 
von n Variabeln, &,, &r. ... z,; ferner Pı, as -.. Pur die aus ihnen ge- 
bildeten Functionaldeterminanten, und w,. Ws. ... w,., wiederum die aus den 

be) ] T rn 1-1 


y gebildeten Functionaldeterminanten. Dann unterscheiden sich die y von den 
f nur um einen gemeinschaftlichen Factor M, so dass man die Gleichungen hat: 
„=3B.f,  pelßfsı ---: u Hßu- 

Eine Methode den Factor M zu finden besass ich zur Zeit der Ab- 
fassung jenes Aufsatzes noch nicht; ich verdanke seildem eine solche der 
Mittheilung des Herrn Professor Gordan in Giessen und erlaube mir dieselbe 
hier mit einigen Modificationen zu reprodueiren. Da in den w keine höheren 
Differentialquotienten der f vorkommen als die zweiten, so genügt es, die 
Bildung von M unter der Voraussetzung zu geben, dass alle f von der zweiten 
Ordnung seien; und man erhält aus diesem Resultate sofort das allgemeine, 
wenn man darin statt der Coefficienten der Functionen zweiter Ordnung die 
zweiten Diflferentialquotienten der f setzt, dividirt durch r.r—1. Bezeichnen wir 
also symbolisch die Functionen f, welche jetzt von der zweiten Ordnung sein 
sollen, durch 


ra 


Bau us ++: eu, 
wo Ausdrücke wie a, die Bedeutung @&,2,+@:2;4-- haben. Die Functional- 
determinanten  (dividirt durch passend gewählte Zahlen) erhalten wir als 
die Coefficienten der « in der Determinante: 


D — ur 9+&Yp:+° + 0,41 Parı 




















| L of, ı A 1 Ofatı 
7 50. * om, os, 
ı A 1 ı or 
. 00. os, : os. 
ı A = Wr ı Aatı 
no: > Om, : 02 
q| a, an Our 
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Diese Determinante verschwindet, wenn wir darin die & durch die f oder durch 
ihre nach einem der z genommenen Differentialquotienten ersetzen, oder endlich, 
wenn wir statt der f, die Grössen 
of, | 
Eu 1: 
ı< dz, 9 x a, a,’ 
setzen, in welchen die y ganz beliebig sind. Es bestehen also identisch für 
die x wie für die y die Gleichungen: 
0 in pı-.4, + (fa.d, ++ +9,...a, 
0 = 9..a,04,+Yr.a,a, +. +gp,...att)artd, 
Die Functionen Y, sind jetzt von der x! Ordnung; setzen wir daher 


symbolisch: 


fi — I, b) (f2 => % b) iu Pu +1 au ih ., 
Hierdurch verwandeln sich die Gleichungen (1.) in: 
ra, ın = ın zu) n- 1 n n- 1 7 
(2 ) 0 nr I, ‚Ad, + 5, ‚A. + ur +K . a‘; .e y) 
Ber n ' ' ın np” (n+1 n-+l). 
0=L1,..a,a,+l, .a.a, ++ .a, u; 


zu denen, wenn man die erste nach den x differentiirt, mit den y multiplicirt 
und auf die Summe die zweite Gleichung anwendet, noch die folgende tritt: 


j n—1 y 2 ın—l yı ra n4nm—1 L_ n- )) 

3.) 0=% T1,.a, iE a. +4 let) e+D ge Fa 
Aus den Gleichungen (2.) und (3.) ergeben sich aber noch weitere Gleichungen, 
welche benutzt werden sollen. Differentiirtt man die zweite Gleichnng (2.) 


nach den x und multiplicirt mit neuen Grössen z, so lässt sich dem Resultate 
die Form geben: 


k=n+l k—<=n-+1 
7 ‚yrr j k . "n—1 y y 
= I.) = —n = u 


Da hier die linke Seite durch Vertauschung der y mit den z ungeändert bleibt, 
so muss auf der rechten dasselbe stattfinden, und man muss also haben (die 
Summe immer für k von 1 bis »+1 ausgedehnt): 


.-_ an—1 ! . yn—1 r \ ‘ 
ZT. dad = ZRID.D a, 
. k ’ 


oder, indem man die Coefficienten vergleicht und zu den wirklichen Aus- 
drücken zurückkehrt: 
- “ rn ns 
: ne: OP: ‚of: 00% 
ONTURE 3-8 BB. 


k 0x2, 0% k Och 0%; 








Differentiirt man aber die zweite Gleichung (2.) und die Gleichung (3.) 
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nach den z und multiplicirt wieder mit den y. so erhält man die Glei- 


chungen : 


(0 - no 1. PERS ‚a a‘ BP, A 


0 = (n—1)2/ K a. -221 / w.’& 


so dass wir eine Function (2 von der zweiten Ordnung in den » bilden können. 


welche die Formen annimmt: 


2=23I1 9 M-MamıN 


ı 


n—1 v yr)" ' n.n—-1 . n— I 
ß = —— 21 .a = —-—-5$]/ A 
n—1 n— 1 
n.n | x 
>. > BY / (dl 


Die erste dieser Formen ist die wichtigste. Sie lehrt. dass {2 die Y 
nur in den Verbindungen z,y,— xy, enthält und eine homogene Function 
zweiter Ordnung dieser Grössen ist. Insofern {2 eine Function der y ist. 
werde sie symbolisch durch 


ri Bea. 


bezeichnet: sofern sie aber eine Function der Verbindungen r,y rıy, Ist. 


sei sie symbolisch 


es 
_ 
u 
| 
| 


u = Px4,9 p 
Der Uebergang von diesen Symbolen zu wirklichen Grössen geschieht mit 
Hülfe der Formeln 





\ : 
q Sad pi 3 a Te DE FEN 
ae n.n—1 "02,027 2n \or; ca Odh Or, j’ OI,cH 
Ä _: 1 ; Om og 
iX) ik) x) (X) JA 
j > 1, — 5 1, ] .) j — — Der — . u ni . 
P: Pr-9:4 a, 2 uni x 2n.n l x or.or. COI,CcT 


Aus der Definition der ce folgt noch. dass für jeden Werth von : 


10. 0. =06, 
und dass ce. =. 
Sowie die g aus D, werden die w aus den Coefficienten der 5 in der 
folgenden Determinante definirt: 
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Br m) : ! I ) 
d= PıW 4 vr ++ Pa War 
10, 1 09, 1 Oyırı | 














In Om. nn 08, n com, 
109, 1 09, I 0 + 
In oO, nos, n__ Om, | 
u. | 
Kai) re 5, 007 Ri Bes 
ın OL n 0OX, nn 08, | 
) 
Pi [)2 . . . P, t l | 





Multiplieiren wir nun die Determinanten D und 4, so entsteht aus dem 
Product eine ähnliche Determinante, deren Elemente folgender Art sind: 
1 1 un = 


Y P 





„ was nach (4.) durch Vertauschung von i und % sich nicht 


n—1 m; 
— = Ist. 


ändert. und also aa der dritten Form von £2 6.) gleich — z - 
2n (n +1) Oy,öyn 





| y ot l: 7 r® .. . . 
. - une Wegen der Willkürlichkeit der & kann man diese 


N &k OL; 
Elemente gleich beliebigen Grössen «, selzen, und findet dann auch noch 





20,9, = U, 





‘ 1 Ev © j r Fr. .. . ” ” 
3. — Eh, > Wegen der Willkürlichkeit der 3% kann man diese 
n k Or; 


(Grössen ebenfalls den « gleich setzen, und erhält dann noch 
pP; v,=M2 pP, f; = M.u, 


4. 2a,P;. In der te Determinante ist dieses Element mit 
n2 
der Determinante der Grössen ee also mit der Disceriminante von (2 
multiplieirt. Aber diese verschwindet identisch, da die Differentialquotienten 
von (2 nach den y für y= x sämmtlich verschwinden. Das erwähnte Elemen! 
kann man also durch Null ersetzen. 
So kann man nunmehr der aus der Multiplication von D und 4 ent- 


springenden Determinante die Form geben: 














EB... 7 
25,3 BEnr +++ nr u 

oy, oy, 0; Ooy, OYn 

n—l n2() 2 n2 

(11.) M.u, = BE...) u wer. 1b, vor 1 u 
‚U, — -12 7,53 2 2 7 2 

n.n—+1 oy,oYz oy; OYy, CYı 
N o’8 08 oR | 
— u °% = — Ze we 2 ——- U, | 

” oyOyn  ? Oy,Äyn Oyn 





| TR Ur ... U, 0 | 
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Die Aufgabe M zu finden kommt also jetzt auf die Aufgabe zurück. 


| aus der rechten Seite dieses Ausdrucks den Factor =. zu entfernen. Dies 
geschieht folgendermassen. Es ist bekannt. dass die Determinante auf der 


rechten Seite der Gleichung 11. entsprechend der Darstellung eines Keeel- 


schnitts in Linienceoordinaten) durch den svmbolischen Ausdruck ec... el" „u 
dargestellt wird. wo 
ec u 

die Determinante I+e,c,...c";”"», bedeutet. Setzen wir nun an Stelle von 
se das nach 9. diesem Product äquivalente Symbol 

c Br + a = (pP.9 —4d.P: .P-9 4.p 
so wird der symbolische Ausdruck jener Determinante: 

ER, gu)9,.— ec... ec” pug 


Aber die Wurzel des Quadrats geht nach einer bekannten Identität in 


! 


ed... Papa. +'pc..."Pqu)e,+(ep...lP que 
über. oder. weil nach (10. alles in e,, e, etc. Multiplieirte ausgelassen werden 
darf. in 
ec ...c E gp u 
so dass die Gleichung 11. durch «‘ theilbar wird. und die folgende Gleichung 
zur Bestimmunze von M übrig bleibt: 


Pa 


n— 1 | 

nn 7. ur (n— 

n| 1 aus ar ICE... PI!- 

Indem man nur die Symbole p, g zurückbehält. kann man dies wieder als 


Determinante schreiben: 











Kae ı Br Es ; % 5 ln 
ur: ? ey ‘a 7 
are Be > 
N 5 Re Eee { 
- OUu.CcC U, = f U - CU.CUY P: 1 
r a— 1 ve j 
12.) M=(-1r. (I) . 
n—ı.n 220 . :Q r’O 
eo  „ Be u; 
ya 5 Du De 3 P» 9 
Pı P: pP 0.0 
q q: q 0) 0 


sjeht. aus 


) 
> 
— 
en) 
. 
u. 
[7 


Die Determinante rechts entsteht. wie man s 
u h . 
.. = P:9: GxP,s, . 
wenn man darin die Producte 
Ya — Try) Ya — Tr Ye) 
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durch die zweiten Unterdeterminanten der Determinante von (2 ersetzt. Und 
so ergiebt sich zur Bildung von M folgende allgemeine Regel: 


Man bilde die in den y quadratische Function 


ler un) izle AR, SE y)+12(92% E49) 


r h 08,0%, 0% 





) oo: F Of Op 
= —3 5 (2,94 93) (Er Yn— YrSa) 3 R 22 


2Zn.n—1 x cheh‘ OL. OH 02,0CH : 


bilde ferner die zweiten Unterdeterminanten V;,.;, der Determinante von 42. 
dann st 


M= (-1)( a, gt A 


:—+1.n Anni Kinn Eh Ola Om 








Für »a=2 zerfällt (2 nach (6.) oder (8.) in zwei Factoren 
\2 _ 2 .. = h k (k k 2 
Pıp—Prgqı) (Lıa—RrYı) = (LıYı — %Yı) < (a Im — a? MP) 
und daher erhält man aus (11.): 


ak f a ”/ .(k) Ik) (k) J(%) \2 
M _—— & (Pı@r — 91) — = (a IL —(ds l ,.% 


Ist nun 
fi = 4du2i+ 20, 0,04 022%, 
h = buxi+ 2520,02, +b282, 
ß = Custit ?cae, %. 402%, 


so entsteht das erste Glied der Summe rechts aus 


but bier: C1FCı Ca: 
p, = 





db. Tı -r bar %, CaX, + 6» X; 








wenn man darin x), &%. @3 durch 4, —4, 4, ersetzt, und dieses Glied 
der Summe wird also gleich der Determinante 
A du En! 


r = |an 5a Cal; 





dan Un Cm 
und indem die andern Glieder der Summe diesem gleich werden, hat man 
— 
M as ar. re 


Für n=3 sei der Kürze wegen: 


DmYyazp hl, By Gy, pn fı =U; 














dann ist 


und indem man 2 einmal als Function der y 
der a betrachtet, 


Drückt man nun die Differentialquotienten von 42 
den « genommenen aus, 


0’ 


0’ 


oy, Oy, 


BR) 


oy,0y, 


0’ 


yo, 


und daher 


= < m Mm 


wird 


M 





oy, 


2 
R 





a 
oy, 

0’ 
ou, 


0’Q 


ou, ou, 


08 





—— 
ou, ou, 


36 


ou, 























Göttingen, den 29. December 1868. 
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A hi 2 )) 
a | Ipı p ps; 
(k) | JA) _ | 

Wired G 
| | 
w7 U; U; u % 9% 
,„ das andre 
:O 
u De 2, „U 
2. en ih Oyoyn OwoOu, 
nach den 
so ist 
mi. a 0 ‚BR, 
TE Me TC, LC3 ö 2 I. 
ou? ou, ou, Bw” 
x em ou, 
1-2 —— 0 +8), 
ou? ou, ou, ou’ 
EI ah OB 
— HI —— ot ——T» 
ou® ou, ou, ou? 
i 0’ 0’ 4 
ıÜ- —— a —- ——- + — 
ou,ou, ou, ou, 
2 a8 o’8  ; 
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Sur une equatıon du 16°" degre ”), 
(Par M. Camille Jordan & Paris.) 


M. Kummer a montre (Monatsbericht der Berliner Akademie 1864. 
pag. 246. 247) 1° quil existe des surfaces du quatrieme degr& possedant 16 
points singuliers. 2" que ces points sont situes 6 a 6 sur 16 plans tangents 
singuliers,. qui reciproquement se coupent 6 a 6 aux points consideres. 

Soien! 

ab ce d 

eh 

i k I m 

er -—E --'8 
les 16 plans. Prenons arbitrairement dans le tableau ci-dessus une ligne 
horizontale, telle que e f g h, et une colonne verlicale, telle que e g ! g: sup- 
primons le plan g commun ä cette ligne et a cette colonne; les six plans 
restanis e, f, h, ce, !, q formeront l'une des 16 combinaisons de six plans 
coneouranls. 

Ges resultats admis, ajoutons ensemble les divers produits efhelg 
respeelivement correspondants aux 16 combinaisons de plans: nous obtiendrons 
une forme du 6°me degre 

p = bedein + cdafkp + dabglg + abehmr + fghina 
+ ghekpb + heflge + efgmrd + klmnae + Imipbf 
+ mikgeg + ikirdh + pgraei + qrnbfk + rnpegl 
+ »pgdhm. 

Considerons maintenant l’equation du 16°m® degre dont dependent les 
plans tangents singuliers; et convenons de representer par a, b, e,... celles 
des racines de cette &quation qui correspondent respectivement aux plans a, 
bh. e,.... Le groupe @ de cette equation ne contiendra d’autres substitutions 
que celles qui laissent invariable Texpression y. 

En effet, soit bedein un quelconque des termes de g: les 6 plans b, 
c, d, e, i, n sont concourants, et cette condition s’exprimera analytiquement 
par cerlaines relations entre les racines correspondantes. Soient 

w(b.e,d,e,i,n)=0,. x(b,c,d,e,i,n)=(, 


*) Extrait d’un trait& des @quations alg@briques, en cours de publication. 























Jordan, sur une equation du 16“ « degre. IS3 


ces relations. Les fonctions w, y, ... ayant une valeur nulle et « fortiori 
rationnelle, restent inalterees par toute substitution de @. Soient done S$ une 


! ! . 


substitution quelconque de G; b, ce‘, d', e', Ö, n' les racines quelle fait suc- 
ceder a b, ce, d, e, i, n: on aura 
v(b,c,d,e,i,n)=0, xlb,c,d,e,i,n)=V. 


! 


Donc les 6 plans b', ce’, d’, €, ö, »' seront concouranis et b’e'd’e'i'n' sera l’un 
des termes de y. Done S transforme les termes de g les uns dans les aulres. 
et n’altere pas leur somme. 

Le groupe G@ ne peut contenir plus de 16.159.8.6 substitutions. En 
elfet, le nombre des systemes de places diflerents ou ses substitutions permettent 
d’amener a et b ne depasse pas 16.15. D’autre part. celles de ses substi- 
tutions qui laissent « et b immobiles laissent evidemment invariable la fonction 
‚partielle ab (chmr+ dglg) formee par ceux des lermes de g qui contiennen! 
ab en facleur. Elles ne permeltent done de donner a e quune des 8 places 
precedemment occupees par ec, h, m, r, d, g, !, q. Celles des substitulions 
de @ qui laissent a, b, ce immobiles laissent invariable le terme abehmr; elles 
permutent done entre elles les trois racines kmr, ce qui ne peut se faire que 
de 6 manieres. Enfin on verifie immediatement que toute substitulion de @ 
qui laisse a, b, c, h, m, r immobiles se reduit a lunite. 

Le groupe @ contient precisement 16.15.9.6 substitutions. ‚Car il 


eontient les suivantes 


A=(e)(fk)(gl)(hm), b=(ch)(dg)(kn)(ip). 
C=(be)(fg)(kl)(pg). D=(in)\kp)lgq)\mr). 
E = (ed) (gh)(Im)/gr). F=(ab)(ef)(ik)\np). 


qui permettent damener « a une place quelconque, puis b a l’une queleonque 
des 15 places restantes, puis ce a l’une quelconque des 8 places preeedemmen! 
occupees par c, h, m, r, d, g, I, q, puis enfin de permuter entre elles d’une 
maniere quelconque les trois racines h, m, r. 

Supposons que les 16 racines actuellement designees par a, b, ec, 
soient represenlees a l’avenir par une meme lettre, affectee de quatre indices 
x, y, 2, u, variables chacun de O a 1. On peut donner a la racine « les indices 
0, 0, 0, 0, puis choisir les indices correspondants aux autres racines de telle 
sorte que les substitutions A, B, C, D, E, F prennent les formes suivantes: 


A=ia,g,3,4 z,y,u,3 ,„ B=|z,y,3,u s+y+w,yy+t3+uw,u|, 
C=|r,y,2,u ,.,.,.|i, Deis,gs,e 2, y,2+u, u i 


4 


E= x, y3z,u zs+y,y,3,u, F=ir,y,2,u z+y-+1,y,2,u 
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Le groupe @ a donc toutes ses substitutions lineaires, et contiendra 
en particulier les 15 substitutions de la forme 
1.) |2,y,2,0 +0, y+ß,2+7,0+0J 
lesquelles derivent de EF et de ses transformees par C, CB, CAB. 
Cela pose, considerons la fonction 








p _ 0 y : a op 


ca ob ör 

Elle est evidemment invariable, ainsi que g, par toutes les substitutions de @. 
D’ailleurs chaque terme de % fournissant 6 termes par la differentiation, y’ en 
contiendra 96. Mais ces termes peuvent €ire groupes 16 a 16 en 6 systemes, 
en reunissant ensemble ceux que les substitutions (1.) permutent entre eux. 
Et lon verifie immediatement que chacune des substitutions A, B, C, D, E, F 
dont @ est derive, remplace les termes de chaque systeme par ceux d’un möme 
systeme. ÜCes systemes sont donc les racines d’une &quation du 6°” degre 
dont les coefficients sont invariables par les substitutions de @, et par suite 
rationnels. 

Cette equation auxiliaire &lant suppose resolue, le groupe de la pro- 
posece sera reduit A celles de ses substitutions qui n’alterent pas les systemes,. 
cest-aä-dire aux substitutions (1.); et l’on achevera sa resolution par quatre 
extractions de racines carrees. Car soieni fi, fa, - - - quatre fonctions des 
racines respeclivement invariables par les substitutions des formes suivantes 


I2,y,2,,u 2,y+Pß,2+Y, u+0| 





2,y,3,u z+0,y,3+y,u+0d| 

2 
chacune d’elles depend d’une equation du second degre: et leur adjonction, 
reduisant le groupe de la proposee a la seule substitution 1, la resout com- 


pletement. 


Paris. 1869. " 














Sur les assemblages de lignes. 
(Par M. Camille Jordan & Paris.) 


1. Soient 2, Y, 3, %, ... des points en nombre quelconque: wy, rz. 
ya, .... des aretes droites ou courbes, mais non bifurquees, dont chacune join! 
ensemble deux de ces points. Nous appellerons un semblable systeme un 
assemblage d’aretes, dont x, y, z, v,... sont les sommets. Un tel assemblage 
peut etre represent& symboliquement par la forme quadratique @y+ 23 + yu--- 
dont les divers termes representent les diverses aretes de l’assemblage. Si 
d’ailleurs a de ces aretes ont les memes extremites x, y, la forme represen- 
tative de l’assemblage contiendra a fois le terme xy. 

Soient maintenant xy, x2, ... ceux des termes de la forme quadratique 
qui contiennent x; ya, ... ceux qui ont une lettre commune avec quelqu'un 
de ceux-la; we, ... ceux qui ont une leitre commune avec les precedents, 
ete.... Il est clair que l’assemblage sera continu si l’ensemble de ces termes 
TY, %2,..., YU,...,90,... contient toutes les lettres: sinon, non. L’assem- 
blage sera dit n+1 fois continu s'il est possible de couper n des aretes qui 
le forment sans detruire sa continuite. 

Deux assemblages A et A’ seront dits pareils, si l’on peut &etablir entre 
leurs aretes et sommets une correspondance telle. qu’ä chaque arete zy de 
l'un des assemblages corresponde dans l’autre une arete ’y' joignant ensemble 
les sommets x’, y’ respectivement correspondanis ä x etä y. Dans ce cas, 
si aey+bxz-+:-. est la forme representative de A, axy +bx'z' ++. sera 
evidemment la forme representative de A’. 

Un assemblage peut &tre pareil a lui-m&me sous divers points de vue. 
Dans ce cas, A’ se confondra avec A, et «x, y, z,... seront. ä l’ordre 


pres, identiques & x, y, 2 De plus les deux formes a@y-+brz +. et 


ER 
axy+bx'z'+---, representatives du m@me reseau, seront necessairement iden- 
tiques. Done la substitution qui remplace z, y, 2, ... par «, y', 2, 

n’altere pas la forme axy+bxz+:--- Reciproquement, soit S une substitution 
qui n’altere pas cette forme, et supposons qu’elle remplace respectivement r, 
Yy, 2,... par x’, y', 2,.... Faisons correspondre aux sommels x, Y, 2,... 
les sommets «', y', 3',...; aux a aretes qui joignent x et y les aretes ana- 
logues qui joignent les sommets analogues x’, y’, ces dernieres aretes &tant 
24 
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prises dans un ordre quelconque; elec....; lassemblage restera pareil ä 
lui- meme. 

L’ordre de symetrie de l’assemblage, c’est-a-dire le nombre de manieres 
differentes dont il est pareil a lui-meme est done egal a 1.2...a.1.2...b... N, 
N etant le nombre des substitutions telles que S. 

2. Probleme. (uels sont les assemblages continus, non pareils 
entre eux, que lon peut former avec m aretes? (Quels sont le degre de con- 
linuite et la symetrie de chacun d’eux? 

Le tableau ei-joint donne la solution de ce probleme pour m=2, 3 
ou 4. Chaque assemblage y est designe par sa forme represenlalive. (On 
econstruira aisement la figure geometrique correspondante.) En regard sont in- 
diques son degre de continuite (en chilfres romains) et son ordre de symetrie 
(en chilfres arabes). 





m —2} ab-+be I; 2 | 2ab II; 4 
' ab+be-+ced I; 2 |2ab-+be II; 2 
m = eu ab-+-be-+bd I: 6 |! 3ab III; 12 
ab +be-+ ca Il; 6 | 
ab+be-+cd+de 1]; 2 |2ab+be+ bd 1; 4 
\ ab+be-+cd+ce 1]; 2 ‚2ab-+bc+ad ll; 4 
Mi  ab+be-+bd+be 1; 24, 2ab+be-+ca Ill; 4 
\ ab+be+ed+bd 11; 2 | 2ab+2be III; 8 
ab+be+cd+da 1: 8 | 3ab + be II: 6 
2ab--be-+ cd Il; 2 !4ab IV; 48. 
On etendrait sans peine ce tableau au cas ou m=5,. ele .... Mais 


la complication croitrait assez vite. On obtient plus aisement des r£sultats 
ayant quelque generalite, en laissant m indetermine, et examinant successivemen! 
les assemblages a contlinuite simple, double, triple. ete. 

3. Assemblages ä continuite simple. Soit x un sommet quel- 
conque de l'assemblage. On peut distinguer dans l’assemblage diverses branches, 
[ormees chacune par l’une des aretes zy,. XY;, .-. qui aboutissent au sommet x et 


par l'ensemble des aretes qui se raltachent a x par lintermediaire de celle-la. 


Soient pı» Pas --. les nombres d’aretes respectivement contenues dans ces 
diverses branches; q le plus grand de ces nombres. Lassemblage contiendra un 

— M ic TE 
sommet pour lequel q —_ 5, ou deux sommels, silues aux deux extremites 
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, m 1 . 
de la meme arete et pour lesquels 1=—75 - Pour tous les autres sommels 
k m -- | i 
de lassemblage, q sera > —— 


Supposons en elffet que x soit choisi de telle sorte que g alteiene son 


minimum, et soit pour fixer les idees q, = g. Soient ay,. ’y,. «’y.... les 


! 2 


areles qui aboulissent au sommel yı: r, r, r", ... les nombres respeelifs 


daretes qui se rattachent a y, par liintermediaire de ces areles: on aura evi- 


m-+ 1 
‘) 


Fu 


demment r=m—g+1. r+r"+.-- :q—1. Done g . sans quoi on 


aurait a la fois r. r. r'. ...< q; conltrairement A Ihypolhese. 
r a i m-+-1 En} 
Cela pose, soit dabord g << —,—  Soient # un sommet quelconque 


- 


aulre que 25 Yu, » . ., 30 les aretes successives, en nombre %k, par lesquelles 
il se rallache a x. Le nombre des arctes qui se raltachent ä x par linter- 


mediaire de larete zu est evidemment egal ou superieur A k+m—p,. nombre 


ne . m+i1 
superieur a ———. 5 etant au moins egal a 1 et p, au plus egal a gq. 
u 
PR m--1 j r + 
Si 9 =, — la m&me demonstration siapplique. A moins que lon 
ie) . x » . m ' 1 bu) x 
nait a la fos A=1 et p,=g = ——. doüu u= 1. auquel cas le sommel 


u se reduit a Yı. 

On peut appeler centre de l’assemblage le sommet ou l'ar&te remarquable 
dont nous venons detablir l'existence. Il est clair que ce centre se corres- 
pond a lui-m&me sous tous les aspects relativement auxquels l’assemblage serait 
pareil a lui-meme. 

Considerons maintenant un assemblage quelconque: admeltons. pour fixer 

les idees. que son centre soit un sommet,. et que les branches issues de ce 
point se repartissent ainsi: 1° k branches formees de » aretes, parmi lesquelles 
il en existe %k, pareilles entre elles (c'est a dire oü les aretes soient assemblees 
dans le m&me ordre); puis k, pareilles entre elles et diflerentes des precedentes; 
etc. 2° 4 branches formees de x’ aretes, parmi lesquelles il en existe 4, 
pareilles entre elles, puis %, pareilles entre elles et differentes des precedentes, 
etc. ... 3° etc. ... Supposons en oulre que parmi les nombres Ä,. A. 
il y en ait a, egaux entre eux. puis a, egaux entre eux mais differents des 
pr&ecedents, ete....; que parmi les nombres A, Aa, ... il y en ail a, egaux 
entre eux, puis a, Eegaux entre eux et differents des precedenis, ete..... Soien! 
d le nombre des quantites @,. @., .... Öle nombre des quantiles a,. @ı.. 


Ble..... Soit enfin B, le nombre de manieres dillerentes dont on peut con- 
24 * 
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stituer une branche avec x lignes. Il est clair que le nombre des assemblages 
differents correspondanis aux valeurs donnees de », k, kı, in, ...,n, k, k,, 
Rn +. DR 


4 _ Ba(Bn—1)...(Bn—0d-+1) Bu(Bu—1)... Bu d+1) 
1.) 1.2...0,.1.2...0,...1.2...05 1.2...0,.1.2...0,...1.2...0, 





et l’on aura le nombre total des assemblages formes avec m areles en sommant 
les expressions relatives a tous les systemes de valeurs de ces quantites qui 
salisfont aux relations 


2) nmtkn+-=m khtk+-=h, k+kht=h', 


(3.) = 5 mt Ye 





dont la derniere exprime que x est le centre de l’assemblage. 
L’ordre de symetrie de chacun des assemblages ainsi obtenus sera 


evidemment egal A 
(4) 1.2...6,86.1.2...6,8%...1.2...691.1.2..68°... 


Sı 852 2... 8, I, ... etant les ordres de symetrie respectifs des diverses 
sortes de branches quiil contient. 

ll reste a determiner B,, S,, et les quantites analogues. Remarquons 
pour cela qu’une branche formee de » aretes se compose 1° d’une premiere 
arcte zy, 2” d’autres ardtes en nombre »—1, formant ensemble un assemblage 
dont y est un sommet: B, est @videmment egal au nombre de manieres de 
construire cet assemblage, et S, a son ordre de symelrie. On obtiendra donc 
ces deux nombres par des formules analogues a celles ci-dessus, oü m serait 
remplace par »—1. La sommation doit d’ailleurs ötre etendue a toutes les 
valeurs des variables qui satisfont aux relations analogues a (2.), car le point 
y pouvant ötre un sommet quelconque du nouvel assemblage, on n’a ici aucune 
relation analogue ä (3.). 

Le cas des assemblages a arete centrale se traiterait non moins facilement. 

4. Soit A un assemblage quelconque & continuite simple. Parmi les 
aretes qui le forment, il en existe necessairement qui ne se rattachent au reste 
de l’assemblage que par une de leurs extremites, l’autre restant libre. Sup- 
primons-les toutes a la fois; supprimons de meme dans l’assemblage restant 
A toutes les areles qui ont une extremite libre; et repetons cette operation 


jusqu'au moment oü on ne peut plus la repeter sans faire disparaitre toutes 
les aretes restantes. Deux cas pourront alors se presenter: 
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1°. Il ne reste plus qu’une arete. 

2°. Il reste plusieurs aretes, ayant toutes une extremite libre. Leurs 
aulres extremites concourent evidemment en un m&me sommet. 

Voila done une nouvelle maniere de discerner dans l’assemblage une 
arte ou sommet remarquable, jouissant de proprietes a lui speciales, et dont 





la position dans l’assemblage peut @tre consideree ä cerlains evards comme 
centrale. Nous lui donnerons le nom de centre de seconde espece. 


9. On peut determiner encore comme il suit deux autres sommels ou 
areies remarquables: 

Nous distinguerons dans A trois sortes de sommets: 1° les sommets 
ordinaires, ol aboutissent deux aretes, 2° les sommets terminaux, oü il n’en 
aboutit qu’une, 3° ceux de branchement, oü il en aboutit plus de deux. Cela 
pose, l’assemblage peut evidemment &tre divise en sections, limitces ä des 
sommels terminaux ou de branchement. Chacune de ces sections sera d’ailleurs 
formee,d’une seule arete, ou d’aretes successives se joignant en des sommets 
ordinaires. 

Ges diverses sections, considerees chacune comme un seul tout, formen! 
un assemblage, oü l’on peut determiner par les methodes precedentes deux 
centres, dont chacun correspondra ä lui-m&me sous tous les aspects pour les- 
quels A est pareil a lui-meme. Le centre considere peut eire un sommet. 
ou une section. Dans le second cas, suivant que la section sera composee d’un 
nombre pair ou impair d’aretes, son milieu sera un sommet ou une ardte re- 
marquable, lequel sera evidemment homologue ä lui-m&me sous tous les aspects 
pour lesquels A est pareil a lui-meme. 


6. Assemblagesaä continuite double. Operons comme au No.4 
tant qu’il restera dans l’assemblage des aretes ayant une extremite libre. Les 
lignes restantes formeront un contour ferme, toujours homologue a lui-meme. 





| Cette observation faite,. on )osera sans peine, comme au No. 3.. les formules 
’ ’ 
qui donnent la solution du probleme. 


*. Assemblages ä continuite triple. Öperons comme au No. 4. 


| 
Les aretes restantes formeront un systeme A’, triplement continu. On y pourra 
donc determiner des aretes formant un contour ferme ©. Coupons lune de 
ces areles: il restera un assemblage ä conlinuite double, sur lequel on pourr: 
repeter les operations du No. 4. jusqu’a ce quil ne reste plus qu’un contour 


ferm& D. Deux cas seront ici a distinguer. 
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1°. Si C et D n’ont aucune arete commune, A’ sera forme de ces 
deux contours et d’une ligne de jonction L, generalement polvgonale, mais 
qui pourra, dans cerlains cas parliculiers, se reduire a une seule arte, ou 
möme a un point. Le milieu de Z sera un centre de l’assemblage. 

2°. Si les contours C et D ont une porlion ecommune, cette portion 
et les deux autres porlions non communes forment un systeme de trois lignes 
ayant leurs extremites en deux memes points, p, p’, qu'on pourra appeler les 
pöles de lassemblage: et il est clair que le systeme form& par ces deux points 
sera eonstamment homologue a lui-meme. 

S. On continuera de m&me pour les assemblages a continuite quadruple, 
ele. ... Mais voiei un resultat relatif aux assemblages quelconques. 

Soient A un assemblage, S l'un de ses sommets. Partageons les aretes 
qui aboutissent en S en deux calegories; puis supposons quon disjoigne les 
arctes de la premiere categorie de celles de la seconde, sans rompre la liaison 
existanle entire les aretes d’une meme categorie. On peut appeler celte ope- 
ralion une seission. El un assemblage sera compose ou primitif, suivant qu'on 
pourra ou non delruire sa conlinuite par une scission. 

Cela pose, il est clair que tout assemblage compose pourra &tre fractionne 
par une suite de scissions convenables en assemblages partiels qui seront pri- 
milils; ei ces fragments elant suppos6es ressoudes entre eux, on voit aisement 
par des raisonnements analogues a ceux des No.3, 4, 5, quil existe quatre 
manieres dilferentes de determiner dans l’assemblage un sommet ou fragment 
central, constamment homologue a lui-meme. 

Le probleme de la symetrie des assemblages se trouve ainsi ramene 
au cas des assemblages primitifs. 


Paris. 1869. 
































Ueber relative Primzahlen. 


(Von Herrn Vector Schemmel.) 


Es lassen sich aus den relativen Primzahlen einer ungeraden Zahl m. 
welche kleiner als m sind, eine bestimmte Anzahl Gruppen von je » aufeinander- 
folgenden Zahlen zusammenstellen. Eine gleiche Gruppenzahl ergiebt sich, wenn 
man die #» Glieder jeder Gruppe nicht um die Einheit sondern um eine andere 
zu m relativ prime Zahl äquidistant wählt. So kann man z. B. aus den re- 
lativen Primzahlen zu 35, die’ kleiner als 35 sind, drei Gruppen von je 4 
aufeinanderfolgenden und ebenfalls drei Gruppen von je 4 um die Zahl 11 
äquidistanten Zahlen bilden: 


U FE Sr 1 12 253 34 
16 17 18 19 11 22 33 9 
3l 32 33 84 26 2 13 24. 


Diese Anzahl der möglichen Gruppen von je » Gliedern bezeichne ich mit 
yp„(m). Von dieser Function gelten die Beziehungen: 

g.(a°) = a" p,(a), 
ferner für zwei theilerfremde Zahlen m und m’ 


! p.(m.m) = y,„(m).Y,(m') 
und schliesslich für eine Primzahl y,(p)=p-—n. Daraus bestimmt sich für 
eine zusammengesetzte Zahl m = a’.b”.e’ ... der Werth der Function: 
o,(m) = a (a—n).b’(b—-n).d—"(e—n).... 


Im speziellen Falle a=1 erhält man die bekannte Function y, (m). welche 
die Anzahl der einzelnen relativen Primzahlen angiebt. 

Die für die Function p,(m) bekannten Sätze lassen sich auf die all- 
gemeinere Function Y,(m) erweitern. Von diesen Erweiterungen will ich im 
Folgenden zwei kurz angeben. 

Es besteht zwischen den Divisoren Öd einer Zahl m und der Function 
yp, die Relation, welche durch die Formel 

Zg,(d) = m 
ausgedrückt wird, in welcher die Summation über alle Divisoren Öd auszudehnen 
ist. Die analoge Beziehung zwischen der Function y, und der Zahl m lässt 
sich in folgender Weise aussprechen: 
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Bildet man für jeden Divisor d=a“.b”.ec’... der Zahl m die Function 
g„($) und dividirt dieselbe durch n“.n”.n’‘..., wo «', ', y'... die Exponenten 
der Primzahlfactoren des Divisors bedeuten, so ist die Summe aller Ausdrücke 
dieser Art gleich der Zahl m, dividirt durch n“.n”.n’...; also 

S_ Pu (0) ” m 


nn nt... oo men. ... 








Wählt man aus jeder der (m) Gruppen das Ate Glied und bildet aus 
diesen Gliedern das Product, welches ich mit 
II Ay 
bezeichnen will, wo % die Differenz je zweier aufeinander folgenden Glieder 
in einer Gruppe bedeutet, so erhält man für dieses Product im Falle »= 1 
den Wilsonschen, wenn dagegen » —>1, folgenden Satz: 


1T,A,YT ze 1) (a1) Un — 2)! (mod. m), 
wo die Facultäten (A—1)! und (»a—4)!, wenn A=1 oder =» wird, durch 
die Einheit zu ersetzen sind. In dem speziellen Falle k=1, A=1, n=2 
kann man folgenden Satz aussprechen: 


Das Product derjenigen relativen Primzahlen, welche um die Zahl 1 
vergrössert wiederum zu m relativ prim sind, ist =1 mod.m. 


Berlin, im Juli 1868. 























Ueber das Additionstheorem der Abelschen 


Funetionen. 
(Von Herrn H. Weber ın Heidelberg. ) 


D:e in dem vorliegenden Aufsatz mitgelheilten Untersuchungen über 
das Additionstheorem der allgemeinen Abelschen Funclionen beruhen im Wesent- 
lichen auf der Anwendung der Prineipien von Aliemann. Als Begrilf der Abel- 
schen Functionen lege ich den aus dem Jacobischen Umkehrproblem hervor- 
sehenden zu Grunde, und aus diesem habe ich auch die Aufgabe der Addition 
entnommen. Ich bin übrigens der Ansicht. dass die Lösung des Jacobischen 
Umkehrproblems auf dem von Riemann in der Abhandlung .„.über die Theorie 
der Abelschen Functionen“ (Bd. 54 dieses Journals) vorgezeichnelen Wege 
vollständig zu finden ist, wie ich dies im $. 3 der vorliegenden Arbeit zu 
zeigen versucht habe. Eine einfache Anwendung des Abelschen Theorems 
führt in ähnlicher Weise, wie Abel das Additionstheorem für die elliptischen 
Integrale entwickelt hat*), und wie es später durch Herrn Weierstrass auf die 
hyperelliptischen Integrale ausgedehnt wurde **), zur Lösung des Addilions- 
problems für die Integrale erster Gattung, eine Lösung. die sich mit Hülfe von 
3-Functionen durch die unabhängigen Variablen des Umkehrproblems darstellen 
lässt. Genau dieselben Betrachtungen führen auch zur Lösung des Additions- 
problems für die zweite und dritte Gattung. wenn man gewisse Summen von 
Integralen zweiter und dritter Gattung, betrachtet als Functionen der Integral- 
summen erster Gattung. als Transcendenten zweiter und dritter Gattung einführt, 


$. 1. 
Das Abelsche Vheorem. 

Da die im Folgenden aufzustellenden Sätze fast ausschliesslich auf der 
Anwendung des Abelschen Theorems beruhen. so sei es mir gestaltet, dasselbe 
hier kurz auszusprechen in der Fassung, von welcher im Nachstehenden Gebrauch 
gemacht werden soll, und die im Wesentlichen übereinkommt mit der Form. 
in welcher Riemann dasselbe Theorem im $. 14 der in der Einleitung eitirten 


*) Pr£cis d’une theorie des fonctions elliptiques. Chapitre ll. Bd. 4 dieses Journak 
++) Bd. 52 dieses Journals. 
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Abhandlung für die Integrale erster Gattung aufgestellt und für die übrigen 
algebraischen Integrale angedeutet hat. 

Es sei s eine algebraische Function von z und mit z durch die al- 
gebraische Gleichung 


F(s,2) = 0 
verbunden. Durch die Fläche T sei die Verzweigungsart der Function s dar- 
gestellt. Es sei ferner Z eine in der Fläche T einwerthige Function, die in 
v Punkten dieser Fläche unendlich von der ersten Ordnung wird und dem- 
zufolge auch jeden beliebigen Werth in » Punkten der Fläche 7 annimmt. 
Eine solche Function kann durch s und z rational ausgedrückt werden *). 
Endlich bedeute ® irgend ein Integral einer rationalen Function von s und 2. 


ö R . owW . . . . 
Der Differentialquotient za Ist dann eine algebraische Function von [, welche 


- 





» . r C» y - N Owl) 
für jeden Werth von © v Werthe hat, und wenn man diese Werthe mit — 


\ 
oL 





bezeichnet. so ist die Summe: 





un A | Fi 
ö£ Eh o£ 


eine einwerthige und folglich rationale Function von {, deren Integral durch 
rationale Functionen und Logarithmen ausgedrückt werden kann. Also: 

Die Summe der Werthe des Integrals einer wie T verzweigten Function, 
bis zu solchen Punkten als oberen Grenzen erstreckt, in denen eine beliebige 
wie 7 verzweigte Function { denselben Werth annimmt, ist durch rationale 
und logarithmische Functionen von { darstellbar. 

Wendet man diesen Satz auf zwei verschiedene Werthe der Function 
<, Z und &,. an und bezeichnet die Punkte, in denen der Werth Z stattfindet, 
mit 2). ... x,, die Punkte, in denen der Werth {, stattfindet, mit =”, x”, ... x, 
so fliessen daraus für die Integrale erster, zweiter und dritter Gattung die 
nachstehenden Formeln: 


Bedeutet » irgend ein Integral erster Gattung, so ist: 


(1.) "dev +/ "dor... +/ "do — (. 
„© „ KU) 
1 Mi v 

Ist ferner £,,, ein Integral zweiter Gattung, nämlich eine Function von 


1 * 
— m 
DS -— 2% 





der Eigenschaft, dass (falls e kein Verzweigungspunkt ist) ti, — 


*) Riemann |. ce. $. 8. 
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Punkte &, dem der Werth z, von z entspricht, endlich bleibt, so ergiebt sich 
in gleicher Weise. wenn man mit n und n’ die Werthe der Function € und 
ihres Differentialquotienten im Unstetigkeitspunkt & bezeichnet: 


(2.) a +f Ta 4 00 Ef” din = nt. 
) (Tr (&) 7 r (8) Eu En 


N) (0) (0) . 
R x X 
1 2 ) 


vorausgesetzt, dass in dem Punkte & nicht zwei oder mehrere einander gleiche 
Werthe von { zusammenfallen. (In diesem Ausnahmefall, der im Folgenden 
nicht ins Gewicht fällt. würde auf der rechten Seite der Gleichung (2.) eben- 
falls OÖ zu stehen kommen.) 

Endlich bezeichne ,,., ein Integral dritter Gattung, also eine Function 
von der Beschaffenheit, dass z,..,+log(2—z,,) und r,,.,,—log(z—z,,) respective 
in den Punkten &,. & endlich bleiben (wieder vorausgesetzt, dass diese Punkte 
keine Verzweigungspunkte sind). Unter dieser Voraussetzung folgt aus dem 


Abelschen Satz, wenn 7,,. ?„ die Werthe von C in den Punkten &,. & bedeuten: 





Q ' 2? >. IN, C— N C E93 N 
le 7 ee 7 — Zum Z 4 
er. AN a2.) I AN ge, | | AN a) s log pP log P 
Ä Ä m = 
0 ‚v 11} Pr vr 
x X N 2 
1 2 ’ 


Diese Formel bleibt auch dann noch richtig, wenn in dem Punkt &, 
oder &, oder in beiden zwei oder mehrere gleiche Werthe der Function [ 
zusammenfallen; dagegen verschwindet hier die rechte Seite. sobald 7, = n, 
ist, d. h. sobald die Unstetigkeitspunkte solche sind. in welchen die Function 
Z denselben Werth hat. 

Die Formeln (1.), (2.). (3.) sind nur genau bis auf gewisse additive 
Constanten, welche aber lineare homogene Functionen mit ganzzahligen Coel- 
fiecienten von den Periodieitätsmoduln der betreffenden Integrale sind; oder 
anders ausgedrückt: die Formeln (1.). (2.). (3.) sind nur richtig. wenn man 
die Integrationswege gehörig bestimmt, und zwar werden dieselben dabei 
durchaus nicht nothwendig alle in der einfach zusammenhängenden Fläche T’ 
verlaufen. sondern werden im Allgemeinen die (Querschnitte überschreiten 
müssen. Nur so viel lässt sich im Allgemeinen schliessen, und das ist für 
die Folge von Wichtigkeit: die ganzzahligen Coefficienten der entsprechenden 
Periodieitätsmoduln in den erwähnten additiven Constanten werden für die 
Formeln (1.). (2.),. (3.) und alle ähnlich gebildeten dieselben sein. sobald 
die Integrationswege zwischen denselben Grenzen dieselben sind. 


25” 
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$. 2. 
Sätze über Integrale zweiter und dritter Gattung. 

Ich stelle in diesem Paragraphen einige Sätze zusammen, von denen 
im Folgenden Gebrauch zu machen sein wird. die zum Theil von Riemann 
ausgesprochen sind. zum Theil in dem Werke über Abelsche Fnnectionen der 
Herren Clebsch und Gordan*) sich finden, und die ich daher nur kurz er- 
wähnen werde, um ihnen diejenige Ausdrucksweise zu geben. die für den 
‚vorliegenden Zweck die geeignete erscheint. 

Die (2»-+1)fach zusammenhängende Fläche T werde durch die Quer- 
schnitte a,b, in der Weise in eine einfach zusammenhängende Fläche T’ ver- 
wandelt. wie es Riemann a. a. O0. $.20 auseinander gesetzt hat. Es sei «, 
eines der p Normalintegrale erster Gattung, dessen Periodicitätsmoduln an den 
Querschnitten a,, mit Ausnahme von a,—=0, an a,=ni und an b,= a,, sind. 
so dass a 


a Ferner mögen als Normalintegrale zweiter und dritter 


19 „M" 


Galtung. f.,. -T,..,, solche betrachtet werden, deren Periodieitätsmoduln an den 
Querschnitten a, sämmtlich verschwinden, eine Form, die aus jedem Integral 
zweiter und dritter Gattung durch Hinzufügung eines geeigneten Integrals 
erster Gattung hergestellt werden kann. 

Die gedachten Sätze fliessen nun alle sehr leicht aus einer und der- 


selben Quelle. nämlich aus der Bestimmung der Werthe der folgenden Integrale: 


. Studn, > SFeoen du, u Stodas 9 [Temdaan 


in positiver Richtung um die ganze Begrenzung von T’ erstreckt, welche 
Werthe gleich sein müssen den entsprechenden Integralen über beliebige Curven. 
welche die Unstetigkeitsstellen der unter dem Integralzeichen stehenden Fun- 
ctionen einschliessen. 

Die beiden ersten Integrale ergeben auf diese Weise behandelt **) die 
Periodieitätsmoduln der Functionen £,,, und z,,., an dem Querschnitt a,, nämlich 


den von 4. 





z =/ 
d. -2( ) 
03 /:=: 
und den von 7... 


\ f 2 } . 
6. ) 2 ( ur) _ ur) ii / du, P 
\ & 


Clebsch und Gordan, ''heorie der Abelschen Functionen. Leipzig 1866. 
Füntter Abschnitt. 


“*) Siehe Riemann |]. c. S. 20. 
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Das dritte der obigen Integrale. in ähnlicher Weise behandelt, ergiebt die 


merkwürdige Formel: 
x er (9) 
Fi OR ss; 
B: / dt. _ a Baeese. u * 


02; 


welche aussagt, dass das Normalintegral zweiter Gattung eine wie T verzweigte. 
also algebraische Function seines Unsteligkeitspunktes ist, dass es also. wenn 
man die Grenzen als fest. den Unstetigkeitspunkt als veränderlich ansieht. 
rational durch die in seinem Unstetigkeitspunkte stattfindenden Werthe von s 
und 3 ausgedrückt werden kann. Das letzte Integral (4.), in gleicher Weise 
behandelt, führt zu dem Satz von der Vertauschung von Parameter und Ar- 
sument für die Integrale dritter Gattung, nämlich zu der Formel: 


Fr 'E ‘Sr 
(8. / dns &) 76; / AN.) 


- 


In den Formeln (6.). (7.). (8.) verlaufen die Integralionswege in der einfach 
zusammenhängenden Fläche T’; bei anderer Bestimmung können noch Vielfache 
der Periodicitätsmoduln hinzutreten. und bei den Integralen dritter Gattung 
noch Vielfache von 2mi. 


$. 3. 
Das Umkehrproblem. 

Es sollen nun. um später Unklarheiten zu vermeiden, die Formeln auf- 
gestellt werden, die sich, mit Hülfe des Abelschen Theorems, unmittelbar aus 
Riemanns Resultaten ergeben, und die das Umkehrproblem in der Jacobischen 
Fassung lösen, Formeln. die im Wesentlichen übereinstimmen mit den von 
den Herren Clebsch und Gordan*) auf anderem Wege entwickelten. Ich bediene 
mich dabei, um eine Grössenreihe wie 

Be Ma ns 


abgekürzt darzustellen. der von Riemann in der Abhandlung „über das Ver- 
schwinden der 9-Functionen“ **) gebrauchten sehr zweckmässigen Bezeichnung: 


m 
h(v,) |, 
1 / 


wobei h gewissermassen wie der Index bei einem Summenzeichen, 1 und m 
wie die Grenzen eines solchen zu betrachten sind. Bezeichnet man nun mil 


*) ]. e. Sechster Abschnitt. 
**) Bd. 65 dieses Journals. 
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Pd. ® ... v, ein beliebiges Grössensystem (unabhängige Variable), so lassen 
sich, wie Riemann nachgewiesen hat*), immer, und im Allgemeinen, d. h. 
wenn zwischen den Grössen ®,, ®, ... ©, nicht gewisse Bedingungen bestehen. 


nur auf eine Weise die Punkte &,. © ... x, in der Fläche T so bestimmen. 


p 
dass die Gleichungen erfüllt sind: 


. x, ’X, ..> ) 
(9.) oe, = / du,+ du, ++ / "du,, 
. C y" 


| > 1,2,..B 

vorausgesetzt. dass die Integrationswege gehörig bestimmt werden. Es be- 
deuten dabei c,. & ... c, beliebige, ein für allemal als fest angenommene 
Punkte. welche möglicherweise auch alle oder theilweise in einen zusammen- 
fallen können. Ich hebe gleich hier hervor, dass ich immer voraussetze, dass 
in den p in (9.) enthaltenen Gleichungen zu derselben oberen Grenze auch 
immer dieselbe untere Grenze gehöre. Bei der von Riemann für die Argumente 
der #-Function festgesetzten Bestimmungsart der unteren Grenzen sind gerade 
umgekehrt für die verschiedenen Integrale erster Gattung die unteren Grenzen 
wesentlich verschieden, dagegen für dasselbe Integral, auch wenn die oberen 
Grenzen verschieden sind, immer dieselbe, ein Umstand, der bei der Anwendung 
der Formeln von Riemann auf unsern Fall wohl zu beachten ist. 

Das Jacobische Umkehrproblem besteht nun darin, wenn die Grössen 
%ı» ©, ... c, als beliebig gegeben betrachtet werden, die Punkte &,. ©, ... z, 
zu ermitteln, und um diese Aufgabe zu lösen bieten die Riemannschen Unter- 
suchungen zwei verschiedene Wege dar. 

Der eine dieser Wege besteht darin, dass man direct darauf ausgeht. 
mit Hülfe von 9#-Funclionen eine rationale Function von s und z zu bilden. 
welche gerade in den Punkten &,, &, ... x, und in keinen andern, in diesen 
aber mindestens von der zweiten Ordnung unendlich klein wird, und dazu 
sind in $. 27 der mehrfach eitirten /iemannschen Abhandlung die Mittel voll- 
ständig gegeben. Der zweite Weg den ich hier in der Kürze darlegen will. 
löst das Problem durch Vermittlung von Integralen dritter Gattung in ähnlicher 
Weise, wie es von den Herren Clebsch und Gordan durchgeführt ist. 

Betrachtet man eine Summe von Normalintegralen dritter Gattung: 


+ x x, xp 
10) Sant 7 N / dran: 
€ Co “p 


*) "Theorie der Abelschen Fnnetionen $. 24. Eingehender, rücksichtlich der Aus- 
nahmefälle in der erwähnten Abhandlung „über das Verschwinden der #-Functionen“. 
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so kann diese Summe, vorausgesetzt dass man die Integrationswege in der- 


selben Weise bestimmt, wie in den Gleichungen (9.). als Function der Grössen 
0, ... v, angesehen werden. welche bis auf Vielfache von 2ni völlig ein- 
deutig ist. So betrachtet möge diese Function bezeichnet werden durch: 


P,., (013 92... ©,). 


Diese Summe findet sich bei Riemann (1. c. $. 25.) durch 9-Functionen aus- 
gedrückt. Bezeichnet man diejenigen Punkte, welche nach ARiemanns Be- 
stimmungsweise den unteren Grenzen der Integrale erster Gattung entsprechen. 
mit Yıs Y2 ++» np; So ergiebt sich aus den erwähnten Formeln ohne Weiteres: 


ee) 
en re Fa) 


worin die Constanten &, die PL haben: 


(12.) A, = / "du, + fan +- 


Nimmt man nun eine beliebige rationale Function o von s und z an, die in 





(11.) P, .,(013%. .d,)= 


—- 


Sau; "ii 


e 


pP 


*) Die Argumente der #-Functionen lassen sich ohne Kenntniss der Punkte y, 
vollständig durch die v, ausdrücken. Versteht man nämlich unter c, eine .— 
allen Integralen erster Gattung gemeinschaftliche untere Grenze, so kommt es, um 
in (11.) die Argumente der ®-Functionen vollständig ausdrücken zu können, nur auf 


die Kenntniss von 
’C 
/ dur + kı, 


FH 
an. Setzt man aber für die pn rare: der era 


du, - "du, +h,, 


C € 
wenn die #-Function in den Punkten x; verschwinden soll, so lassen sich nach Rie- 
mann (über das Verschwinden der #-Functionen) die Constanten k, vollständig be- 


stimmen. Dies ange folgt aus der Gleichung: 


2,5 i=p x; ’ 
$ du, — 2. "du, tk, — — du. / du, —+k,, 
— i—1 
Yp ö ©, 


.. 
zZ, 


C, 


I du, +k, = 5 "u +, 
.. 


wo auf der rechten Seite nur bekannte Grössen stehen. 
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« Punkten si”. 55”... $W unendlich von der ersten Ordnung wird. und daher 
auch jeden andern Werth o in « Punkten $,, 5, ... £, annimmt, so kann die 


Aufgabe des Umkehrproblems so gestellt werden. dass die ganze rationale 
Funetion pte® Grades von 0: 





Fe fu u 7 , 4 —1 
wo) == oO -60,) 0—0,)...(0—0,)  — ®—+M, oO! +++ M,-10+M, 
bestimmt werden soll, deren Wurzeln o,. ©, ... o, die p Werthe der Function 


o in den Punkten x,. z,....x, sind. Bezeichnet man aber mit of, 0”... 0 


die Werthe derselben Functionen in den festen Punkten e,. ©, ... e,, so ist 


nach dem Abelschen Theorem: 


Sı | a: .— |: 
18.) PN d I, .. af an. i water" "dr... = = leg —— . 
\ E No 0) 0 Yon O- ot) 


&0) Eu) (0) 


- 
>, > > u 


5 MR 
Addirt man diese Gleichungen für die verschiedenen Werthe von o und wendei 
den Satz von der Vertauschung des Arguments und Parameters an, so folgt: 








(—0,) 0 —0,)...(0 —0,) u | 
log — — nn ne wi FR = Pin (0 9... 0) 
CZ o1 Dit A 0" ).. a2 0 )) _ S: 5‘ 2 p, 
und daraus, wenn man schliesslich noch (s— eo! \(0—0%)\... o—o,’) mit wo 
bezeichnet: 
(0) 1 N 
> Sı ı 5} 
°(i 4 du, — -d,+k, ))o(® (f du, —+k, ) 
14.\ ax In arg 3 Ah Ex 
wo) (6) A «0 Sarr \ 
st du, — v, th) 3 ar / "du, +k,)) 
Yr 
Dieser Ausdruck könnte möglicher Weise noch einen von « unabhängigen 


Factor enthalten: man sieht aber. dass dieser Factor —1 sein muss. wenn 
man die Werthe von o nicht weiter ausdehnt. als dass ohne Ueberschreitung 


der Querschnitte sämmtliche S, in die entsprechenden Ss übergeführt werden 


ts 


können; denn dann wird für o—= x die Formel (14.) identisch. Die Coef- 





ficienten M,. M,... M, von w können bestimmt werden, wenn man die Gleichung 
für p verschiedene Werthe von o aufstell. Die Formel (14.\ stimmt 
mit der der Herren Clebsch und Gordan *) im Wesentlichen überein. 


# 
bt 
Fa 

UN 
.-; 
- 
-] 
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Das Additionstbeorem für die erste Gattu o 
Bezeichnet man. wie oben durch ®,. ©. .... e,. ein zweites beliebiges 
Grössensystem mit @,. %a, .. .. @,, so lassen sich, wie aus der Gleichung (9. 


die Punkte z,. &. .... £,. so aus: 


. & ‘Ya f 14 
15. ww, = / du / du | / du 
j “ 
4 
0 Ar, 


die Punkte yı, Y3» - -. -, 4, in unzweideuliger Weise bestimmen, 


Die Aufgabe des Addilionstheorems ist nun folgende: 


Setzt man die Grössen ®,. ®3, .... ®,3 Wis Wan 2... @, als gegeben und 
die Punkte 2,,2:,...-;, 7,3 Yır Mar - - :, 9, als daraus bestimmt voraus, so sollen 
aus diesen Punkten &,, ©, ....2,: Yı> 92» - - -» 9, die neuen Punkte 3,,3.....2 


so bestimmt werden. dass den Gleichunseen Genüse oeschieht: 


16. etw f du, / du, — + - / du, 


m) 1,8. 


u 


Die Punkte z,. 3. .... 3, sind dadurch im Allgemeinen ebenfalls völlige bestimm 


pP 


und können aus den x,, 9, auf algebraischem Wege gefunden werden. 
Aus den Gleichungen \9.,, (15.). (16.) ergeben sich durch Elimination 
der ®, und w, für die 2, die Bedingungen: 


f 


63,0 / "du, Hf du / du, | / du, + / du, Pr / du, , 


EUER 
und zur Lösung dieses Systems von Gleichungen liefert das Abelsche Theorem 
die Mittel. 

Nach einem von Riemann bewiesenen Satze *) lässt sich eine rationale 
Function 5 von s und z bestimmen, welche in den p Punkten z,. ©, .... z,: 
Yıs Ya. -, 4, unendlich von der ersten Ordnung wird, und welche noch p+J1 
willkürliche Constanten enthält, welche linear und homogen in ihr enthalten 
sind. Von diesen p-+1 Constanten lassen sich p so bestimmen, dass £ einen 
beliebigen Werth, z. B. den Werth O in den p Punkten e,. ©, .... e, annimmt 


Ist dieser Werth von { gerade 0, so ist { dadurch bis auf einen von s und 3 


ea 58 
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unabhängigen Factor bestimmi und verschwindet ausser in den Punkten ce noch 
in p anderen Punkten, welche in Folge des Abeischen Theorems (Formel (1. 
$.1) mit den Punkten z,, 2, .. .. 2, zusammenfallen. Ist also die Funclion { 
gefunden, so erhält man die z,. 2. .... z, auf algebraischem Wege. 

Es ist nun nachzuweisen. dass diese Function { auch rational ausge- 
drückt werden kann durch die in den Punkten x, y, stattfindenden Werthe 
von 8 und 2: 8, 3., 5, 3, 

Man kann nach Riemann (l.e. $.5.) die Function € dadurch bilden. 
dass man in dem Ausdruck 

= at tat, tt + Bil + Bet, t+ßyt,, + Const., 
worin die Z{ wie oben Normalintegrale zweiter Gattung bedeuten, die Constanten 
a 3 so bestimmt, dass die Periodicilätsmoduln an den Querschnilten 5, sämmtlich 
0 werden. 

Daraus erhält man ein System von p linearen homogenen Gleichungen 
für die « 5 als Unbekannte. deren Coelficienten nach $. 2 (5.) rationale 
Functionen der $x Bus Sy, 2, sind. so dass p von den Constanten « 9 als 
lineare homogene Functionen der übrigen besiimmt werden, mit Coefficienten, 
welche in Bezug auf s, z,, s, z, ralional sind. Ausserdem aber kommen 


u . vu 
nach $.2 (7.) die s, 2,, s, 2,, da die additive Constante bis jetzt noch 
t s ® *@ 
unbestimmt ist. in C auch nur rational vor. Ausser den p-+1 bis jetzt noch 
übrig bleibenden willkürlichen Constanten enthält also Z die s, 3,, s, 2, nur 
ft s 


ı ' 


rational. Die Verhältnisse der p+1 noch übrig bleibenden Constanten werden 
aber durch lineare Gleichungen bestimmt, die man daraus erhält, dass { in 
den p Punkten e,.e,...., ec, verschwinden soll, wodurch also keine Irrationalität 


eingeschleppt werden kann. Demnach kann { rational durch s, 2; s, , 3.58, , 2, 
e s % u) 


ausgedrückt werden. Die Punkte ce, betrachten wir als numerisch gegeben; 
es ist übrigens auch © durch s, z. ralional ausdrückbar, wenn auch die e, als 
veränderlich angesehen werden. 

Nach Analogie der Jacobischen Fassung des Umkehrproblems lässt sich 
dem Additionsproblem eine elegantere Form geben: Bedeutet o irgend eine 
rationale Function von s und z (z. B. auch s oder z selbst), so wird diese 


in den Punkten z,. 2. ..., 2, die Werthe 0, ,0,,, ..., O,, annehmen. Es sollen 


die Coefficienten der algebraischen Gleichung: 
18.) (lo) = (0—0,)(0 -@,)...(0—6,,) = 0’+M,0®"+ +M,_10+M, = 0. 


durch die Punkte x, y, ausgedrückt, gefunden werden. 
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Aus der Function { ergiebt sich die Function w/o) und zwar rational 
durch 3, s.. 3, s, ausgedrückt: 

Wird o in u Punkten unendlich von der ersten Ordnung. so nimmt 
es auch jeden beliebigen Werth in « Punkten an, und es entsprechen jedem 
Werth von o demnach u Werlhe von {£, so dass { als eine «- werthige 
Function von o angesehen werden kann. 

Bezeichnet man die einem und demselben Werthe von o zukommenden 
Werthe von & mit SW, E9, .... EC, so ist das Product: 

[LWEO,,,.C@) — y(0 
eine einwerlhige und folglich rationale Funclion von o, welche unendlich von 


der ersten Ordnung wird für 0=0, 0=0,,...0=0,, 0=0, 0=0,...0=0,, 


’ Yı 
} 


pP 
und welche unendlich klein von der ersten Ordnung wird für 0=0, 0=o,.... 








o=0,.. Es ist: daher 
r 
x(o)(a — 0,.)(0 — 0.,)... (0 — 0x,)(0 — 0,,)(0 — 0,,)...(0 — 0 » 
(0 — 6.) (0 — 8). (6 Zu O., Bat 7%» 
eine ganze rationale Function von o, welche nur für 0=0, 0=09,...0=0 


£; 
verschwindet. und mithin bis auf einen von o unabhängigen Factor mit der 


Function y(o) übereinstimmt. Die Operationen, die zur Bildung dieser Function 
vorgenommen sind, beruhen nur auf Division rationaler Funcetionen und können 
daher keine Irrationalität einführen. 
Der Addition gegenüber steht die Subtraction, welche eine ganz ähn- 
liche Behandlung gestattet, so dass eine kurze Andeutung genügen wird. 
Die Aufgabe ist die, aus den als bekannt vorausgesetzten Punkten z,, y, 
die Punkte 3, zu bestimmen, die der Bedingung genügen: 


» / u. » 
19.) 0,—u, = / "du, +f du, + +/ du, 


Cr 


1 


SR 
Diese Punkte müssen in Folge der Formeln (9.). (15.) die Gleichungen er- 
füllen: 
20. 0 = f du, +f "du, + +/ "du, + f "du, +/ "du, +... + "du, 
€ Cy en x ; X E? 


0 = 1, 2, ...Pp 
Man kann nun wie oben eine Function € von s und z bestimmen, welche in 
den Punkten z,, 22, ..., 2,, €, €, .... c, unendlich von der ersten Ordnung. 


In Yıs Ya, -.-. Y%, unendlich klein von der ersten Ordnung wird, welche dadurch 
26 * 
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bis auf einen von s und z unabhängigen Factor bestimmt ist. Auch {’ kann 

rational durch s Sr Bun 8, 2, ausgedrückt werden, und diejenigen p Punkte, in 

welchen dieselbe ausser den Punkten y, noch verschwindet. sind die gesuchten 

Punkte 2,, 35 . .., 2,- 
Man kann ebenso wie oben eine algebraische Gleichung herstellen. 

deren Wurzeln die p Werthe einer rationalen Function von s und z in den 


p Punkten z, ergeben. 


$. 9. 
lösung des Additionsproblems durch #-Functionen. 

Die oben mit (0) bezeichnete Function. ebenso wie die Function [I 
sind in Bezug auf die Punkte z,. >. ..... Era A y,, einzeln ge- 
nommen, symmelrisch. Es muss daher möglich sein, diese beiden Functionen 
mit Hülfe von 9-Funelionen durch die Grössen ®e, w, auszudrücken. Ein 
solcher Ausdruck, der die Grössen ®, und @, gemischt enthält. lässt sich ohne 
Weiteres angeben. In Folge der Definition der Grössen %k, ($.3 (12.)) ver- 
schwindet nämlich die Function: 


ie 
9 (M / du, + k, )) i 
| N. / 


Yı 


[7 


als Function von z, s betrachtet, in den Punkten e,. ©. ..., C,; 


„5 ebenso die 


beiden Funcelionen 


AUGE RER Eh) JE oil f" du —+h))) 


Y, Y} 
respective in den Punkten &,, ©, - . .,„ x, und Yı> Y>> - - -, 4, und endlich 
die Funclion: 
\ wo du, — etm)+h)) 
Y, | 
in den Punkten z2,, 2,, .... z,. und daraus ergiebt sich, wenn man von einem 


eonstanten, d. h. von s, z unabhängigen Factor absieht: 


2 Bi S FR em (v,, z= 0} ) + 4) + ( (J de, + hr) 


/% y h 
Mi) mei Ban. 


1} 








°\ h ww dur— vn + kr ))o(/"anent 1) 
Yy | 
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da der Ausdruck auf der rech!en Seite in Folge der Fundamentaleigenschaft 


der #- Function an den @Querschnitten keine Aenderune erleidet. 

Es ist aber diese Formel nicht als eine Lösung des Additionsproblems 
zu betrachten. da eben darin noch die Argumente ®,--ıv, enthalten sind. Die 
sich zunächst bietende Aufgabe ist die. die Function [ in der Weise auszu- 
drücken, dass nur 9-Funclionen vorkommen. die ®, allein und «ww, allein 
enthalten. Einen ganz einfachen Ausdruck wird man dabei nicht erwarten 
dürfen, da schon die Function £ die &,. &©,. .... 2,. Yı» Ya» --.» 9, in einer Weise 
gemischt enthält, die eine einfache Separation nicht gestaltel. Man kann aber. 
was aus der ursprünglichen Definition der Function © nicht unmittelbar er- 
sichtlich ist, die Separalion durch Auflösung eines Systems von p linearen 
Gleichunsen bewerkstelliven. und so. wenn man will. © dureh Determinanten 
darstellen. Zu dieser Darsiellung der Function { führt die Bemerkung. dass 
dieselbe sich stels linear zusammenselzen lässt aus p ähnlichen Functionen. 
weiche in denselben Punkten unendlich. aber in p beliebigen anderen Punkten 
Null werden. Bezeichnet man p solcher Funelionen mit [,.&»...,.C,, so erhält 


man die Function 5 dadurch, dass man die Verhältnisse der p+1 Constanten 


Ays As... A, SO bestimmt, dass 
22. C dA, ac, +; E Ben Ad, bu 
in den p Punkten c,, 6, .... ce, verschwindet. Solche Functionen &,. &, ...» S, 
lassen sich aber leicht bilden durch 9-Functionen. die respeelive nur von 
den 0,, &25 -»., ©, Oder Wi; Wry ---; w, abhängen. 
Setzt man nämlich: 
/p ER \ u. h \ 
u \ h( / du, — vı, 49); + ku) ) + h( / du, — w} ge I- kr )) 
\f e : FF g | N J 
> 7 Y7 
9° \ } a un N" an > ME Ei, VOR 
(23., 7 ; s “ 
k p ‚ ’..8 /p / Fr. 
(hl / dun — on-+ kn) ) ati / du I 7, rin) 
1 Pr) | 2 ar ; 
an 17} 
so hat dieser Ausdruck, wenn die g'”’, g‘’, .... g' ganz beliebige Grössen be- 
) « x“ « p 


deuten. alle von den Functlionen Z, verlangten Eigenschaften, da der Quolien! 
auf der rechten Seite. wenn 3, s irgend einen der Querschnitte überschreitet, 
keine Aenderung erleidet. Von den Werthen der Grössen g‘’ hängen die 
Punkte ab, in welchen die Funetion £, verschwindet, und man kann die Grössen 
9. immer so bestimmen, dass [, in p beliebig gewählten Punkten verschwindet, 


so dass durch (23.) die allgemeinste Function [, dargestellt ist. Man hat 
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daher, um die p Functionen {,, &, .... &, zu erhalten, p verschiedene aber 

beliebige Grössensysteme g'”, g'®’, ..., g(” zu nehmen, so dass nach dem oben 

Bemerkten die Function & rational durch solche #-Functionen darstellbar ist. 
Man kann z. B. die Grössen g‘” nach dem Schema bestimmen: 





T- 6... 
N) n ee 

is 
ZZ SEEN. © 


Berücksichtigt man dann, dass die Function € um wi periodisch ist, und setzt 


zur Abkürzung: 
3(w +7 . län .,0,) = (0, W,..:,@,). 


(24.) \oı. TE Wen 5 .. — (0, . 1 PP U Rp 


ui 
DEE . .,W, +7 -— I,(0,,@,.....0,) gt 


so erhält man für {, den Ausdruck: 


- 


UL) 


Y7 


»(# a du, — 0, + „))9 107 er | 


Eu 


und zur Bestimmung der Verhältnisse der a,, @,,..., a, ergeben sich die Glei- 





> 
24.) = 





chungen: 


(23.) 0-39 (h I "du,— vo, + +4))8, / "du, — 0.+h)), 


0 
Y7 7 
e=1,2,...p 


*) Diese Functionen %,, 9,, ..., &, sind specielle Fälle von den von Roch und 
Prym benutzten, mit Ch arakteristiken versehenen #-Functionen. Man könnte ebenso 
gut auch p andere von diesen $-Functionen benutzen. (Roch, über die Doppeltan- 
genten der Curven vierter Ordnung, Bd. 66 dieses Journals; Prym, Theorie der Fun- 
etionen in einer zweiblättrigen Fläche, Zürich 1866.) 
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wo 3 an die Stelle von 9, zu setzen ist. Um wie im vorigen Paragraphen 


die ganze rationale Function pte" Grades w(o) ($.4. (18.)) zu bilden, deren 


Wurzeln die p Werthe o,.0,,..., 0. der rationalen Function o von s und 3 
in den Punkten 3,,. &, .... 2, ergeben, hat man sich des dort angegebenen 


Verfahrens zu bedienen, indem man die in $.3 aufgestellte Formel für das 
Umkehrproblem zu Hülfe nimmt. 
Nimmt die Function o die Werthe 


6. er in en Fk u, Bi 
0x, » Ox, » 
I, “ 0, “ 0, — at Po U,» Ur» “ Y, 
G.% Ö. “ “ 58 m ze -— 3» Zoe 5 Sn 
u - p 
G.,3 Te, r ., Gen en ni Eis Cra » rn, 
an, einen beliebigen Werth o in den Punkten $,. &, .... &, und den Werth x 
in den Punkten SS”, 5, ..., s5’, setzt man ferner zur Abkürzung: 
wrIl(o) = (—0,)(0 —0,)... (0—0o,), 
} \ j \ 1 \ Ay p 
w’(0) = (0—0,)(0—-0,)... 0—0,); 
val(o) = (0—-0,)(0—0,.)... (0—0,), 
r a. u “p 
w() (0) = (0—0,)(0—0,.) ... (0—0,), 
) J \ 1/ 3/ pP’ 


hat endlich die Function £ in den Punkten $,.&,,....£, die Werthe [®, [®, ..., I 


) 
- 


und in den Punkten St, S$”....,.s% die Werthe [, I, WW), so ergiebt sich 


Ju 2() 2) 7 


nach dem im vorigen Paragraphen auseinandergesetzten Verfahren die Formel 


z i (1) (2) *(u) ( (n\ IE 
(26. ) we EB 
S Z we )fo)} (1) (2) »(u) ıy\ ‚(0 Ts ) n) 
1 we SU SU) re 1 \v, / a 


&)(o) wO)(n i u 6 
Ru (e), Fi sind aber durch die Formel (14.) $. 3 
y9(a) ° y“(o) " 


durch $-Functionen ausgedrückt, und zwar genau mit denselben Argumenten. 


Die beiden Quotienten 


welche nach den Resultaten dieses Paragraphen in den 9-Functionen vor- 
kommen, durch welche die Function £ darstellbar ist. 
Um aus der Formel (26.) die Coefficienten M,. M,,.... M, der Function 


w(o) = ®+M,0"+--+M,_,0+M 


p p 
zu finden, hat man nur nöthig, diese Gleichung aufzustellen für p verschiedene 
Werthe von o, denen dann p Systeme von Punkten $,, &. .... £, entsprechen. 


= u 


Diese Coefficienten erhält man so rational ausgedrückt durch $-Functionen, 


welche resp. nur von den Argumenten o, oder w, abhängig sind, diese Argu- 
mente vermehrt um gewisse Constanten. 
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Um in gleicher Weise mit Hülfe von »#-Functionen das Subtractions- 


problem zu lösen, hat man nur durchweg w,. %2. .... w, zu vertauschen mil 
— 1 2 —Wyn 2. —%,. Es ist dabei aber zu beachten, dass die auf diese 


Weise aus { hervorgehende Function Z” nicht identisch ist mit der im vorigen 


Paragraphen eingeführten Function I’, wiewohl ihr Verschwinden dieselben 


Punkte 2,. 2. .... x, ergiebt. Es wird nämlich die Function 


0 füryp..- ,) Si... 2, 


so. TÜr. 6,0. - C, % % 7,» 
u: Dr a rs 
= = 2 ee EEE We 20 
wo die 91. 9... ., 9, neue Punkte sind, welche mit den Punkten y,. %.-.. - .- 4, 


verbunden sind durch die Bedingungen: 


ba A | BL | 
=. / du, + / du, / "du, f 


» 


« 
e 


p l 
” 


——_1,2.uB 


Man ersieht hieraus, dass die Punkte y,. 9. ..., 4, mittelst der Function I 


v ey 'y' 
du, + / 2 du, + + f du, —Vd. 
Go ”» 


“.Y! 


erhalten werden können, wenn man in 5 die Punkte &,, &;, ... x, mit den 

Cs Er 2... c, zusammenfallen lässt. Die daraus hervorgehende Function 
wird =0 für 9, % ... 4 Yı d2 -+- 9, 

= - 6%... 6%...6 


und daraus folgt. dass die hier durch 9-Functionen gebildete Function I den 


| 


pP 


algeebraischen Ansdruck haben muss: 
_ En ! 
28.) a 


0 


abzesehen von einem constanten Factor. Die Function Z,. welche dazu dient. 


une | 7 war 


aus dem als gelöst vorausgesetzten Umkehrproblem für gewisse Werthe der 
Argumente dasselbe zu lösen für die entgevengesetzten Werthe, gestatten einen 
sehr einlachen Ausdruck durch 9-Functlionen: 

[P, fu N [P, f: 
u hf du, -w,+k, )) 3 / du, +w,-+-k, 


\ 


Ei /7 


7, 
=(u) si j Er So ji zur p) I) 
/ p a 2 
| ( du, —k, ))) 
\ N J h } 








“= 


so dass durch die Formel (28.) auch T ausgedrückt ist durch 9-Functionen. 
die nur von den Argumenten v, oder nur von den Argumenten w, abhängen. 
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$. 6. 
Das Additionstheorem für die zweite und dritte Gattung. 

Mit Hülfe derselben Function {, die in den beiden letzten Paragraphen 
auf aleebraischem und auf transcendentem Wege bestimmt wurde. lässt sich 
eine Reihe von Additionsformeln für gewisse Summen von Intesoralen zweiter 
und dritter Gattung aufstellen. die vollständige analog sind den Formeln. welche 
Jacobi für die Addition der elliptischen Transcendenten zweiter und dritter 
Gattung angegeben hat. 


Es werde wie oben |$. 3) gesetzt: 


29. Pe. (O1 5 024 ++», 9, = / Are + / AN et‘ / da, 


] "p 
und ebenso als Transcendente zweiter Gatlune: 


30. Bun lOiy 02. ; v, fl Ye 9 - / dit: Hf "ha 


Es sind hierin P und Z anzusehen als Functionen von 


ee ;” 7 .. 
(31. FE / du, f du,- + f "du. 


e=1,2...p | 
Werden die Integrationswege in (29.). (30.). (31.) gleich angenommen. so ist 
7 eine völlig eindeutige Function der ®,. ©. .... o,. welche von der Un- 
stetigkeitsstelle & algebraisch abhängt. während P für ein bestimmtes Werth- 


system von ®,, ©, ..., ©, nur bis auf ganze Vielfache von 2ni bestimmt ist. 


Der Ausdruck für P durch 9-Functionen wurde oben schon aufgestellt: 


rn . L' 
fe du, — v; 4) AUW / du, kr) ) 


9 \ / ae z’ 
32.) Pas) we Os on, ng log rn 


sl f du, - - dr - + kı) DEAL n du, - - kı )) 


und ebenso ergiebt sich aus den Formeln von Riemann (l. ce. $. 25) 


[18 (/ du, -en+-kr) )) Il du, + k; ))| 


ET Y7 Mm 
33.) Zu lonn...0)=- ———— tt 
€ 
Man erhält P..., aus Z,,, durch Integration in Bezug auf den Unstetig- 
keitswerth zwischen den Grenzen &, & und umgekehrt Z,, aus P.., durch 
Differentialion nach dem Unstetigkeitspunkt &,. 
Mathematik Bd. LXX. Heft 3. 


Journal für 
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Setzt man nun der Definition gemäss 


pP En 
r j \ a) 1) 
Ze (013 %..,0%,)= 2 / die; 


Ze, (Wı, Wygerrn ,) = u F; Mia 


C 
ı 


i=p 
Ze, (Cıt Wi, 94 Wa, ..., 0,+%,) = =, "iq, a 


so ergiebt sich daraus: 


/P } p r p 2 '=p - y, 
34.) zZ. )\ 1 (0,+%,) )—- Ze\ h (vr) -Zulh( w )) | a di "dla 
\ 1 1 | 


/ 


Berücksichtigt man den Zusammenhang, welcher zwischen den En 2 
z, c, besteht, dass nämlich die Function { in x, y, unendlich, in z, ec; Null 
wird. so lässt sich auf die rechte Seite der Gleichung (34.) das Abelsche 
Theorem anwenden ($. 1 (2.)), und man gelangt so zu der Additionsformel für 


die Function Z: 


” ’ pP R e p ‚ ki p \ __ ologg Ce) 
35.) u h(ontwr) )— Ze h(v,))—Zo\ h (wi) ie a E. ; 
| 1 1 0%(:) 


Man erhält ferner, entweder auf demselben Wege, oder auch aus der Formel 
35.) durch Integration die Additionsformel für die Function P.,,,: 


p „ Era zer \ pP u ab 
36.). Pos h (ont won) )— Fra \ Klon) ] Pau h (on) — logc,—log£,. 


Durch eine ganz entsprechende Betrachtung erhält man für die Subtraction die 
beiden folgenden Formeln, in denen <’ dieselbe Function wie oben bedeutet: 


pP /P p N BE 
SU) Le (Mo-en)- (78, ri d,) ))+ (he, )) = — — 5% . 
! i O%(e) 


/ 





. /P. p | pP \ 2, Mi 
38.) Pe T (0 m) Pat ()) + Pan (hlen ) = logS.., 108%, - 


Setzt man in den beiden letzteren Formeln , =, = .-"=r,=0, lässt 
man mit andern Worten die Punkte x, in die c, hineinfallen, so sehe sich: 


39.) Zal ) w.\+Z ,.Wm — log Sc) 
4.) 45) \ Wi, — Wr, tr co (Wız 25 2.5, W,) nn A 0%; by) 





40.) Pass Wis — Way ++, —W,)+Peoey(Wız Way ---, 0.) = 108 Cu — 108 Sure)» 
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wo {, dieselbe Function ist, die im vorigen Paragraphen eingeführt und dor! 
durch #-Functionen ausgedrückt wurde. 

Die Verbindung der Formeln (35.). (36.),. (37.). (38.) führt endlich noch 
zu folgenden Relationen: 


r / # A G [ # 7 /P o log &s) &s) 
41.) Zaolhlo,+tw,) J+Za\h(o,—w,) J-2Za|\h(e, ze Terug 
‚7 £ } 
(€) Ri WR] | (2) Ai (2) 
\4 / \4 \ ) 


| i rn Be) 27 UT ı CR 
AO \ I (£,£,) h (Or w, ) 6: I (£,8;) h N w,) I 21 (£,&,) h Ü}, 
43.) 1 / 1 1 / 





\ == 1l0g &.,,5c., — 108 Se) Sc. .. 
p \ p \ p 
\ Pre) h \ %,T7 2, ) TR Pas hi 0, Wr Zn 2P, e.&) h WW; 
44.) | i / | / 1 / 
>(&,) =(?,) 
— log —-—log = - 
>(£2) S(&) 


Alle diese Additionsformeln. die sich auf die zweite und dritte Gattung 
beziehen. sind unabhängig von der Voraussetzung, dass die zu Grunde ge- 
legten Integrale zweiter und dritter Gattung gerade die oben als Normal- 
integrale bezeichneten seien; nur die obigen Ausdrücke durch die %-Functionen 
sind auf diese Voraussetzung beschränkt. Man erkennt in diesen Formeln 
leicht die Analogien zu den von Jacobi in den „Fundamenta nova theoriae 
funetionum ellipticarum“ aufgestellten Additionsformeln für die elliptischen In- 
tegrale zweiter und dritter Gattung. 


Heidelberg. im März 1869. 
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Untersuchungen über das Flächennetz zweiter 
Ordnung. 


(Von Herrn Rudolf Sturm ın Bromberg.) 


Der Gleichartiekeit der Terminologie halber will ich von der in 
meinem Buche *): „„Synthetische Untersuchungen über die Flächen dritter Ord- 
nung“ (Leipzig, 1867) gebrauchten Bezeichnungsweise, bei der ich Flächen- 
netz und Flächenbündel unterschied (Nr. 14 und Nr. 36). abgehen und unter 
Flächennetz dasselbe verstehen. wie unter Flächenbündel, um mich in Ueber- 
einstimmung mit den Herren Cremona (Preliminari di una teoria geomelrica 
delle superfiecie) und Salmon (Analytical Geometry of three dimensions) zu 
befinden, für das Gebilde hingegen von dreifach unendlicher Mächtigkeit. das 
ich in meinem Buche Flächennetz genannt. die Cremonasche Bezeichnung: 
Linearsystem dritter Gattung oder Linearsystem im engeren Sinne oder auch 
die von Herrn Reye in seiner Geometrie der Lage, Abtheilung Il., eingeführte 
und. wie mir scheint, anschaulichere Bezeichnung: Flächengebüsche annehmen. 

I. Es sei das Flächennetz oder Flächenbündel zweiter Ordnung, mil 
dem wir uns im Folgenden beschäftigen wollen, N(F): die 8 Grundpunkte, 
durch welche alle Flächen des Netzes gehen, und welche, so wie auch in Folge 
dessen das ganze Netz, durch drei nicht zu demselben Büschel gehörige 
Flächen desselben bestimmt sind, seien mit B,. Bs. . .. Ps. allgemein mit 
PB, bezeichnet. Es ist bekannt, dass sie paarweise imaginär sein können, aber 
darauf soll hier keine Rücksicht genommen werden; ferner sind sie nicht 
alle von einander unabhängige Punkte, sondern jeder ist durch die 7 übrigen 
schon bestimmt; jede Fläche zweiter Ordnung, die durch 7 Grundpunkte geht, 
geht durch den achten und gehört zum Netze. Also geht durch je zwei be- 
liebige Punkte x und y im kaume im Allgemeinen eine und nur eine Fläche 
des Netzes, F(x,y). Speciell: Eine beliebige Gerade wird in jedem ihrer 
Punkte stets von einer Fläche des Netzes berührt. 

2. Im Netze sind unzählig viele Büschel zweiter Ordnung enthalten; jeder 


beliebige Punkt x im Raume bestimmt ein solches Büschel durch alle Flächen 


*) Hinweisungen auf dasselbe sollen mit: „Fl. 3. ©.“ geschehen. Im Allgemeinen 
. . 1 s r . \ „4 2 
verweise ich auf Nr. 14 bis IS. 
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F(x) des Netzes, die durch x gehen: dieses Büschel heisse B(x). Die Grund- 
curve (vierter Ordnung ) desselben, welche natürlich durch die 8%, und durch 
x geht, sei R(x). Durch jeden Punkt im Raume geht nur eine derartige 
Grundeurve. Das Flächennetz giebt Veranlassung zu doppelt unendlich vielen 
solehen Grundeurven. deren Inbegriff wir das mit dem Flächennetze verbundene 
Netz oder Bündel von Grundeurven vierter Ordnung N(FRt) nennen. Alle Grund- 


curven haben also die 8 Grundpunkte °' gemein, keine zwei noch einen Punkt. 


3. Je zwei Büschel B\x) und By) haben eine Fläche, F\x,y). ye- 
mein, oder je zwei Grundeurcen Rx) und Riy) des Netzes liegen auf der- 
selben Fläche F(x,y) des Netzes, so dass diese auch als die Fläche ange- 
sehen werden kann, welche zum Büschel Dix) oder B(y) gehört und dureh 
irgend einen, gleichviel welchen, Punkt von ZÜ\y) oder R(xr) gelegt ist. 

Ist x ein Punkt auf einer Fläche des Nelzes. so liest AR(x) eanz aul 
dieser Fläche. denn dieselbe gehört ja zum Büschel Ai). 

4. Wie alle Büschel des Netzes, so können auch alle Grundeurven durch 
je zwei Flächen erzeugt werden: es genügt, um sie alle zu erschöpfen, die 
sämmtlichen Flächen eines Büschels des Netzes mit sämmtlichen eines andern 
zusammenzustellen, da jedes weitere Büschel mil jedem dieser beiden Büschel 
eine Fläche gemein hat. Alle Grundcurven, die auf einer Fläche F des Netzes 
liegen, dieselbe erfüllen und auf ihr ein „Grundeurvenbüschel* bilden, werden 
in sie durch die Flächen jedes beliebigen Düschels des Netzes, zu dem F 
nicht gehört, eingeschnitten; die durch eine Fläche F’ eines Büschels Bir) auf 
F erzeugte Grundeurve wird durch diejenige Fläche eines zweilen Büschels 
b(y) eingeschnitten. welche dieses mit dem Büschel (F, F’) gemein hat. 

9. Im Allgemeinen liegt nicht jede beliebige Gerade auf einer Fläche 
des Netzes; denn diese wäre dann durch die 7 bestiimmenden Grundpunkte 
des Netzes und 3 beliebige Punkte der Geraden determinirt: in Folge dessen 
trifft auch nicht jede beliebige Gerade eine Grundcurve des Netzes doppelt. 
weil sie sonst auf einer durch dieselbe „ehenden Fläche lieren müsste. Alle 
aber durch einen Grundpunkt ®, gehenden Geraden liegen stets auf einer 
Fläche des Netzes. Ferner gehen durch jeden Punkt x des Raumes unendlich 
viele Geraden, welche auf einer Fläche des Netzes liegen. Dieselben erzeugen 
einen Kegel dritter Ordnung, den Ort der Schnitteurven der Flächen des Büschels 
B(x) mit ihren Berührungsebenen in x, die sich um die Tangente von R(x) in x 
drehen. Eine solche Gerade wird von unendlich vielen Grundeurven doppelt 
getroffen, von denen nämlich, welche auf der die Gerade enthaltenden Fläche 
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liegen. und diese Begegnungspunkte bilden eine Imvolution. Bei den durch 
einen Grundpunkt gehenden Geraden fällt der eine Begegnungspunkt stets mit 
dem Grundpunkt zusammen. Für unendlich viele Punkte löst sich der obige 
Kegel dritter Ordnung in eine Ebene und einen Kegel zweiter Ordnung auf. 
wie wir später sehen werden. 

6. Welches ist der Ort der Grundeurven des Netzes, die eine be- 
fiebige Gerade @ treffen? Liegt die Gerade auf einer Fläche des Netzes, so 
ist natürlich diese der Ort. Wir haben also den andern Fall zu betrachten. 
Ks seien p' und p” zwei Punkte auf G, so ist die Grundeurve, welche @ in p, 
trifft. der Schnitt der Flächen der Büschel B(p') und B(p"”). die durch p, 
oehen. Dadurch werden diese beiden Büschel perspectivisch zur Punktreihe 
p.. also unter einander projeclivisch, erzeugen folglich eine Fläche vierter 
Ordnung T'; diese ist der gesuchte Ort. Die gemeinschaftliche Fläche F(p', p" 
entspricht sich in den beiden Büscheln nicht, sondern ihr entspricht z. B. als 
Fläche des Büschels B(p’) die Fläche von B(p”), welche die Gerade @ in 
p" berührt. Liegt freilich @, ohne durch einen Punkt ®, zu gehen, auf einer 
Fläche des Netzes, so ist diese nolhwendigerweise die den beiden Büscheln 
gemeinsame, zugleich aber auch die durch jeden Punkt p, von @ gelegte 
Fläche jedes der beiden Büschel, so dass durch die obige Beziehung immer- 
fort dieselbe Fläche auf sich selber bezogen wird und daher auch das Er- 
zeugniss ist. Geht @ durch einen Grundpunkt ®,, so können wir zu er- 
zeugenden Büscheln zwei beliebige aus dem Netze nehmen, zu denen die 
Kläche, auf der @ sich befindet, nicht gehört, und die Beziehung in der obigen 
Weise herstellen. Die den beiden Büscheln angehörige Fläche entspricht sich 
selbst und partieipirt am Erzeugniss, ohne jedoch die Grundeurven, welche @ 
treffen, zu enthalten, diese liegen auf dem andern Theil des Erzeugnisses. der 
Fläche des Netzes, welche die Gerade @ enthält. 

“. Gehen wir zum allgemeinen Falle zurück. Die Fläche F(p',p 
ist die Fläche des Büschels B(p’), die durch jeden Punkt von R(p") gelegt 
gedacht werden kann, folglich berührt (Preliminari 91) die entsprechende 
Fläche des Büschels B(p”), welche die Gerade @ in p” berührt, die Fläche 
vierter Ordnung T’ längs der ganzen Curve R(p”), ebenso wird diese von 
der die Gerade @ in p’ berührenden Fläche des Netzes längs R(p') berührt. 
Da p’ und p” durch jeden andern Punkt von @ ersetzt werden können, haben 
wir das Resultat: 


„ 


Die Fläche T*, erzeugt durch die Grundcurven des Netzes, welche einer 
g 
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Geraden @ begegnen, ist die Enveloppe der Flächen des Netzes, welche die 
Gerade @ berühren; jede dieser Flächen berührt T* längs derjenigen Grund- 
curve, welche der Geraden G in deren Berührungspunkte mit jener Fläche be- 
gegnet; so dass diese Grundcurven die Charakteristiken auf der Enveloppe T' 
sind. In der That, wenn p, p’', p" drei unendlich nahe Punkte auf @ sind. so 
sind F(p,p’) und F(p’,p") zwei benachbarte der eingehüllten Flächen, welche 
sich ersichtlich in einer durch p’ gehenden Grundeurve schneiden. 

Durch jeden Punkt x im Raume gehen zwei eingehüllte Flächen. die 
beiden des Büschels B/x). welche @ berühren. 

Die 8 Grundpunkte '®, sind auf T* Doppelpunkte, da T* in jedem von 
den Berührungsebenen sämmtlicher eingehüllten Flächen berührt wird. (Pre- 
liminari 47.) 

8. Sämmtliche Grundeurven des Netzes. die einer zweiten Geraden 
(, begegnen, erzeugen eine zweite Fläche vierter Ordnung T}. Die Schnitt- 
curve sechzehnter Ordnung von T* und T/ muss, da jede der beiden Flächen 
durch Grundeurven erfüllt wird und durch jeden Punkt des Raums nur eine 
Grundeurve geht, in vier Grundeurven zerfallen; es sind die vier auf T*, die 
von @,, und die vier auf T,, welche von @ getroffen werden. Vier Grund- 
curven also eines Netzes treffen zugleich zwei Gerade: schneiden sich diese. 
so gehört die durch den Schnittpunkt gehende Grundeurve zu ihnen. 

9. Unendlich viele Flächen des Netzes berühren eine beliebige Ebene 
E; ihre Berührungspunkte bilden eine allgemeine Curve dritter Ordnung T’, die 
Tripeleurve oder Hessesche Curve des Kegelschnitinetzes NK). welches durch 
das Flächennetz N(F) in E eingeschnitten wird, oder auch die Durchdrin- 
gungscurve der Ebene E mit ihrer cubischen Polfläche in Bezug auf das 
Netz (Fl. 3. ©. Nr. 18). Ebenso berühren unendlich viele Grundeurven des 
Netzes die Ebene; deren Berührungspunkte bilden ebenfalls die Curve T’, da 
diese sowohl der Ort der Doppelpunkte (Mittelpunkte der Geradenpaare) des 
Netzes N(K), als auch der Ort der Berührungspunkte von Kegelschnitten des 
Netzes ist. Denn alle durch einen Doppelpunkt gehenden Kegelschnitte des Netzes 
berühren sich in ihm, ausser dem zu ihrem Büschel gehörigen Geradenpaare. 
das den Doppelpunkt besitzt, und umgekehrt, alle sich in einem Punkte be- 
rührenden Kegelschnitte des Netzes bilden ein Büschel, in dem ein Kegelschnit! 
nicht mit den übrigen eine Berührung, sondern im gemeinschaftlichen Berüh- 
rungspunkie einen Doppelpunkt hat. Eine Grundeurve des Netzes, welche die 
Ebene berührt, erzeugt auf ihr ein Kegelschnittbüschel mit zwei unendlich 
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nahen Grundpunkten, also zwei unendlich wenig verschiedenen Geradenpaaren. 
folglich ist sie der Durchschnitt zweier unendlich wenig verschiedenen, die Ebene 
tangirenden Flächen des Netzes (so wie auch eine die Ebene tangirende Fläche 
des Netzes durch zwei unendlich wenig verschiedene, die Ebene ebenfalls be- 
rührende Grundeurven desselben gelegt ist). Daraus geht hervor, dass die 
eine Ebene E berührenden Grundeurven des Netzes die Enveloppe der die 
Ebene E berührenden Flächen desselben erzeugen und deren Charakteristiken 
sind. Die einer beliebigen Geraden @ zugehörige Fläche T* (Nr. 6) trifft T’ 
„wölfmal. und da die einzige durch einen Punkt von T’ gehende Grundcurve 
E dort taneirt. sobald sie aber @ trifft. auf T* liegen muss, so erhellt, dass 
die genannte Enveloppe eine Fläche zwölfter Ordnung T" ist. Für eine 
durch einen Punkt '®, gehende Gerade @ artet T* in die Fläche des Netzes 
aus. welche diese Gerade enthält; also wird @ von sechs Grundceurven des 
Netzes, welche E berühren, aber von jeder zweimal getroffen, das eine Mal 
jedoch stets in ®;- Demnach sind die 8 Grundpunkte ®%, auf der Fläche T' 
sechsfache Punkte. 

Je drei der eingehüllten Flächen gehen durch jeden Punkt x des 
Raumes, da drei Flächen des Büschels B(/x) die Ebene E berühren. 

Die Flächen T'’ für zwei verschiedene Ebenen haben 36 Grundeurven 
semein. Es giebt demnach in einem Netze zweiter Ordnung 36 Grundceurven, 
welche zugleich zwei Ebenen berühren. 

10. Die Curve T’ als Durchschnitt der Ebene E mit ihrer cubischen 
Polfläche in Bezug auf das Netz N(F) ist der Ort derjenigen Punkte von E, 
deren conjugirle Pole in Bezug auf dieses Netz in die Ebene E fallen. und 
enthält auch zugleich diese Pole (Fl. 3. ©. Nr. 18). Je zwei Punkte dieser 
Curve sind einander in Bezug auf N(F) und demnach auch auf N(K) zu- 
seordnet *). Die Verbindungslinien dieser conjugirten Punkte umhüllen be- 
kanntlich eine Curve dritter Klasse (und sechster Ordnung) K,, die Cayleysche 
Curve des Netzes N(K). Jede solche Verbindungsgerade ist in jedem der 
beiden conjugirten Punkte, die sie verbindet. die gemeinsame Tangente 
der dort sich berührenden Kegelschnitte des Netzes N(K). denn sie ist 
die conjugirte Polare des Punktes in Bezug auf deren Büschel, also ist sie 
die Tangente der in dem Punkte berührenden Grundceurve. Folglich hällen 
die Tangenten der eine Ebene berührenden Grundcurven eines Netzes zweiter 


*) Man sehe für das Folgende Herrn Schröters Bearbeitung von Steiners Vor- 
lesungen $.62 oder Herrn ( onas Introduzione Gap. III. 
ngen $.62 oder H Crem Introd Cap. III 
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Ordnung in den Berührungspunkten eine allgemeine Curve dritter Klasse ein, 


die Cayleysche Curve des durch die Ebene aus dem Netze N(F) ausgeschnittenen 
Kegelschnittnetzes; je zwei Grundeurven haben dieselbe Tangente, nämlich die 
beiden, welche in conjugirten Punkten von T’ die Ebene berühren. Diese 
Cayleysche Curve wird aber auch von den Geraden aller Geradenpaare des 
Netzes N(K) eingehüllt; das sind aber die in der Ebene liegenden Geraden, 
welche auf Flächen des Netzes N(F) sich befinden. In der That liegt ersichtlich 
jede von einer Grundeurve berührte Gerade auf einer Fläche des Netzes aus 
dem Büschel, das zur Grundeurve gehört, und jede Gerade, die auf einer 
Fläche des Netzes liegt, wird, weil sie von unendlich vielen Grundeurven 
desselben zweimal — in den Punktenpaaren einer Involution — getroffen wird, von 
zweien unter ihnen berührt. Es sind also die auf den Flächen eines Netzes 
zweiter Ordnung befindlichen Geraden derartig im Raume vertheilt, dass die 
durch einen Punkt gehenden einen allgemeinen Kegel dritter Ordnung erzeugen, 
die in einer Ebene liegenden eine allgemeine Curve dritter Klasse einhüllen. 
Sie bilden folglich, was Plücker einen Complex dritter Ordnung und dritter 
Klasse genannt hat. 

11. Je drei Punkte auf T’, in denen drei demselben Büschel angehörige 
Flächen berühren, also drei Punkte eines Tripels, liegen steis so, dass ihre drei 
conjugirten Pole auf einer Geraden sich befinden und mit jenen die sechs Ecken 
eines vollständigen Vierseils sind, und umgekehrt: die conjugirlten Pole von drei 
auf einer Geraden befindlichen Punkten der Curve T’ bilden ein Tripel, sind also 
die Berührungspunkte von drei Flächen des Netzes N(F) aus demselben Büschel. 

DieCurve T’ hat, da sie eine allgemeine eubische Curve ist, neun Wende- 
punkte (drei reelle auf gerader Linie, sechs imaginäre). In dem conjugirten 
Pole jedes derselben fallen drei unendlich nahe Punkte eines Tripels zusammen, 
so dass auch von dem Kegelschnittbüschel, dem die drei (unendlich wenig 
verschiedenen) Geradenpaare angehören, drei Grundpunkte in dem conjugirten 
Pole sich vereinigt haben. folglich osculirt dort eine Grundeurve des Nelzes 
N(R) die Ebene E. Da auch umgekehrt, wenn eine Grundeurve die Ebene 
E osculirt, der conjugirte Pol des Osculationspunktes ein Wendepunkt von 7’ 
sein muss, so ergiebt sich: 

Neun Grundeurven eines Netzes zweiter Ordnung osculiren eine beliebige 
Ebene E. Die Osculationspunkte sind die Berührungspunkte der Hesseschen und 
der Cayleyschen Curve des durch E aus dem Netze ausgeschnittenen Kegel- 
schnittnetzes, und die conjugirten Pole der Wendepunkte der Hesseschen Curve. 
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Die Tangente der Grundeurve im Oseculationspunkte ist die gemeinschaftliche 
Tansente der beiden genannten Curven. Da die beiden Curven nur diese 
Tangenten gemein haben, weil sie sich neunmal berühren — die Cayleysche 
Curve ist 6. Ordnung — und die Tangente einer die Ebene berührenden Grund- 
eurve die Cayleysche Curve tangirt, so folgt, dass jede Grundcurve des Netzes, 
welehe die Hessesche Curve einer Ebene berührt, diese Ebene osculirt. 

on den neun eine Ebene osculirenden Grundeurven sind nur drei reell; 
die Flächen des Netzes, die in ihren Osculationspunkten die Ebene berühren, 
gehören einem Büschel an, weil die diesen Punkten conjugirten Pole die drei 
reellen Wendepunkte von T” sind, die bekanntlich auf einer Geraden liegen. 
UVeberhaupt befinden sich die in den neun Osculationspunkten tangirenden Flächen 
des Netzes zwölfmal zu je dreien in einem büschel. 

12. Die Polarhyperboloide einer Geraden L in Bezug auf unendlich 
viele Büschel des Netzes arten in Kegel aus (Fl. 3. Ord. Nr. 15); deren 
Spitzen liegen auf einer ceubischen Raumeurve N’, der eubischen Polcurve der 
(Geraden L in Bezug auf das Netz, welche zugleich die conjugirten Pole der 
Punkte von L in bezug auf dasselbe enthält. Wir suchen den Ort der Curven 
R;; 
gehört zu zwei derartigen Büscheln oder auf jeder Fläche liegen zwei derartige 


in Bezug auf deren büschel dies geschieht. Jede Fläche des Netzes 


Curven. Wenn AR’ und AR” zwei von ihnen sind, so enthält jede Fläche durch 
R' noch eine Curve R,, und durch R” und AR, geht auch eine Fläche. Also 
werden die beiden Büschel mit den Grundeurven R’ und AR” projectivisch auf 
einander bezogen und erzeugen, da die Fläche (R’, R”) sich nicht entspricht, 
eine Fläche vierter Ordnung E*, welche der gesuchte Ort ist und zugleich die 
Enveloppe derjenigen Flächen aus N(F), in Bezug auf welche die reciproke 
Polare von L die Curve N’ tangirt. In jedem Büschel des Netzes befinden 
sich zwei solche Flächen, da das Polarhyperboloid von Z in Bezug auf dasselbe 
durch N” geht und diese Curve daher zwei Geraden der Schaar der reciproken 
Polaren berührt. Also sind die Punkte ®,;, als gemeinsame Punkte aller ein- 
vehüllten Flächen, deren je zwei durch jeden Punkt gehen, Doppelpunkte 
auf E*. 

T* und T" haben mit E* vier resp. zwölf Grundeurven gemein, also be- 
finden sich unter den Grundeurven des Netzes, welche die beliebige Gerade @ treffen, 
vier und unter denen, welche die beliebige Ebene E berühren, zwölf, in Bezug auf 
deren Büschel das Polarhyperboloid einer Geraden L ein Kegel wird oder die con- 


Jugirten Polaren aller Punkte auf L in denselben Punkt zusammenlaufen. 
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13. Die Reihe der Flächen des Netzes, welche die Geraden @ berühren, 
werde mit S(F), die derjenigen, welche von der Ebene E tangirt werden, 
mit IZ(F) bezeichnet. Die Polarebenen eines Punktes P in Bezug auf die 
Flächen von S(F), wie von I(F) hüllen Kegel ein, deren Spitzen in den 
conjugirten Pol // von P in Bezug aul das Netz fallen. Alle diejenigen 
Flächen des Netzes, in Bezug auf welche die Polarebenen von P durch eine 
Gerade //p gehen, bilden ein Büschel, in Bezug auf welches //p die conjugirte 
Polare von P ist; es kann durch die beiden Flächen conslituirt gedacht werden, 
welche die Gerade Pp (wo p ein beliebiger Punkt auf //p ist) in P und in 
p berühren. Dieses Büschel liefert zwei Flächen zur Reihe S/F) und drei 
zur Reihe I(F). Folglich amhüllen die Polarebenen eines Punktes P in Bezug 
auf die Flächen von S(F) einen Kegel zweiter Ordnung (Grades), den Polar- 
kegel von P in Bezug auf S(F), und die in bezug auf die Flächen von IZ(F 
einen Kegel dritter Ordnung, den Polarkegel von P in Bezug auf Z(F). Die 
Kanten jenes sind die conjugirten Polaren von P in Bezug auf diejenigen Düschel 
des Netzes, deren Grundeurven G@ treffen, und die Kanten dieses die in Dezug 
auf diejenigen Bbüschel, deren Grundeurven E tangiren. 

14. Die Tangentenebenen der Polarkegel aller Punkte des Raumes 
in Bezug auf S(F) oder auf &({F) bilden ersichtlich projectivische krumme 
Büschel, die auch der Reihe S(F) resp. >&(F) projectivisch sind. und in denen 
sich die Polarebenen von P in Bezug auf dieselbe Fläche von S(\F) oder 
>(F) entsprechen. Beschränken wir uns auf die Punkte einer Geraden /, 
so schneiden sich die entsprechenden Tangentenebenen aller Kegel in einer 
Geraden, der reciproken Polaren der Geraden Z in Bezug auf diejenige Fläche 
von S(F) resp. I(F). der die entsprechenden Ebenen als Polarebenen zu- 
gehören. Diese (serade ist schon durch zwei Ebenen bestimmt, daher können 
wir das Erzeugniss aller dieser Geraden als den Ort der Durchschnitisgeraden 
der entsprechenden Ebenen zweier projeclivischen Tangentenebenenbüschel auf- 
fassen. die sich um die Polarkegel K’ und K” zweier beliebigen Punkte P’ 
und P" auf ZL legen. Also wenn wir augenblicklich bloss die Reihe $(F') 
in Betracht nehmen, ergiebt sich das Resultat: Die reeiproken Polaren einer 
Geraden in Bezug auf die Flächen eines Netzes zweiter Ordnung, die eine andere 


Gerade berühren, erzeugen eine Geradenfläche vierten Grades”) P‘, die Polarfläche 





*) „Grad“ statt „Ordnung,“ um die nach dem Cayleyschen Satze bestehende 
Uebereinstimmung zwischen Ordnung und Klasse damit auszudrücken. 
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der Geraden L in Bezug auf die Reihe S(F). Sie enthält ersichtlich die Pole 
aller durch Z eehenden Ebenen und wird von den Polarebenen aller auf 7, 
befindlichen Punkte in Bezug auf die Flächen von S(F) langirt. Jede Er- 
zeugende berührt die Polarkegel aller Punkte von P, da sie in einer Be- 
rührungsebene jedes liegt; also @st P* zugleich die Enveloppe der Polarkegel 
aller Punkte auf L und wird von jedem in seiner Durchschnittscurve (vierter 
Ordnung) mit dem Nachbarpolarkegel berührt. 

15. Der Schnitt von P* mit einer Ebene muss die reciproke Curve 
der von Herrn Schröter untersuchten Curve (Bd. 54 pag. 38 dieses Journals) 
sein, folglich drei Doppelpunkte haben, also P* muss eine Doppelcurve dritter 
Ordnung besitzen. Das ist die eubische Poleurve N’ der Geraden L in bezug 
auf das Netz; wie diese von den reciproken Polaren der Geraden L in Bezug 
auf alle Flächen des Netzes überhaupt, so wird sie auch insbesondere von den 
(reneratricen der Fläche P’ doppelt getroffen, also liegt sie auf P*. Durch 
jeden ihrer Punkte gehen zwei dieser Generatricen. Denn die von ihm aus- 
gehenden reeiproken Polaren — Secanten von N’ — sind Polaren in Bezug auf 
die Flächen eines gewissen Büschels des Netzes, und der von ihnen erzeugte 
Kegel zweiter Ordnung vertritt das Polarhyperboloid der Geraden L in Bezug 
auf dieses Büschel; dasselbe hat aber zwei Flächen mit der Reihe S(F)) gemein. 
Oder auch, indem wir die Curve N° in ihrer andern Bedeutung als den Ort 
der conjugirten Pole der Punkte auf Z in Bezug auf das Netz, also als den 
Ort der Spitzen der Polarkegel dieser Punkte in Bezug auf S(F) auffassen, 
erkennen wir, weil die Tangentenebenen aller dieser Polarkegel, die durch 
die Spitze eines von ihnen gehen, einander entsprechen müssen und sich unter 
einander und mit den beiden entsprechenden Tangentenebenen dieses Kegels 
selbst in zwei durch dessen Spitze gehenden Geraden schneiden, dass durch 
jeden Punkt auf N’ zwei Generatricen der Fläche P* gehen. 

Unter den Grundeurven, welche der Geraden @ begegnen, befinden 
sich (Nr. 12) vier, in Bezug auf deren Büschel sich die conjugirten Polaren — 
Kanten der Polarkegel — aller Punkte von Z in einem Punkte, der auf N’ 
liegt, treffen; also haben die Polarkegel aller Punkte von L in Bezug auf S(F) 
vier auf N’ liegende Punkte gemein. 

16. Wo L die Fläche P* trifft, trifft sie ihre reciproke Polare in Bezug 
auf eine Fläche von S(F), folglich berührt sie diese Fläche dort. Demnach be- 


rühren vier Flächen eines Netzes zweiter Ordnung (oder vier Flächen zweiter 
Ordnung, die durch sieben beliebige Punkte gehen) zugleich zwei Geraden. 
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Oder: Die Flächen zweiter Ordnung, die durch sechs Punkte gehen und zırei 
Geraden berühren, bilden ein System vom Index vier, d.h. durch jeden weiteren 
Punkt gehen vier solche Flächen. Jede der beiden Geraden wird in jedem ihrer 
Punkte von zwei Flächen des Systems berührt, da die Flächen zweiter Ordnung, 
die durch sechs Punkte gehen und eine Gerade in einem bestimmten Punkte 
berühren, ein Büschel bilden, von dem zwei Flächen die andere Gerade 
tangiren. 

17. Es sei E eine beliebige Ebene. und die Gerade L liege in ihr. 
so müssen wir die Pole von E in Bezug auf die Flächen von S/F, sowohl 
auf der cubischen Polfläche von E in Bezug auf das Netz, als auch auf der 
der Geraden L zugehörigen Polarlläche P in Bezug auf die Reihe SF) suchen. 
Beide enthalten die eubische Poleurve N’ der Geraden L in Bezue auf das 
Netz. und zwar die Pollläche als einfache, die Polarlläche als doppelte 
Curve; mithin haben sie noch eine Raumeurve sechster Ordnung //" gemein. 
welche zugleich das Erzeugniss der projectivischen Berührungsebenenbüschel 
der drei Polarkegel von drei beliebigen nicht in gerader Linie liegenden 
Punkten der Ebene E ist. Diese Curve sechster Ordnung //” ist der Ort der 
Pole der Ebene E in Bezug auf die Reihe S(F). Also: Die Pole einer Ebene 
in Bezug auf die Flächen eines Netzes zweiter Ordnung, welche eine Gerade 
berühren, erzeugen eine RKaumcurve sechster Ordnung, welche den zweiten 
Schnitt einer cubischen Fläche und einer Fläche vierter Ordnung neben einer 
auf der letztern Fläche doppelten eubischen Raumecurve bildet. Die reciproke 
Polare von Z in Bezug auf jede einzelne Fläche F, der Reihe S(F) trifft die 
Polfläche dreimal und zwar. da sie auf P* liegt. auf N’ und auf //”. Jene 
trifft sie zweimal (Nr. 15), also diese einmal, und der Punkt. in dem sie trifft, 
ist der Pol von E in Bezug auf die Fläche F,. 

18. Die Curve //” begegnet der Ebene E sechsmal: also berühren 
sechs Flächen der Reihe S\F) diese Ebene. Folglich giebt es unter den 
Flächen eines Netzes zweiter Ordnung oder unter den Flächen zweiter Ord- 
nung, die durch sieben beliebige Punkte gehen, jederzeit sechs, welche eine 
Gerade und eine Ebene berühren. Demnach ist das System von Flächen zweiter 
Ordnung, welche durch sechs Punkte gehen und eine Gerade und eine Ebene 
tangiren, vom Index 6, d. h. durch jeden siebenten Punkt gehen sechs der- 
artige Flächen. Leicht zu erkennen ist, dass die Gerade in jedem ihrer Punkte 
von drei Flächen dieses Systems berührt wird. Hingegen wird nicht die Ebene 
in jedem ihrer Punkte von einer Fläche desselben tangirt. sondern nur in 
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einfach unendlich vielen Punkten. welche also eine Curve erzeugen, deren 
genauere Untersuchung uns jedoch hier zu weit ab führen würde. 

19. Die entsprechenden Resultate über die Reihe >(F) der Flächen 
des Nelzes, welche eine Ebene E berühren, sind folgende: 

Die reciproken Polaren einer Geraden L in Bezug auf die Flächen von 
> F) erzeugen eine Geradenfläche sechsten Grades P’, die Polarfläche von L 
in Bezug auf Z{F). welche wiederum von den (cubischen) Polarkegeln der 
Pınkte auf L in bezug auf I(F) eingehüllt wird und ebenfalls sowohl der Ort 
der Pole aller durch Z, gelegten Ebenen, als auch die Enveloppe der Polar- 
ebenen aller auf Z befindlichen Punkte in Bezug auf die Flächen von Z(F) 
ist. Die eubische Poleurve N’ der Geraden L ist auf dieser Fläche dreifache 
Curee, d. h. sie sendet von jedem ihrer Punkte drei reciproke Polaren aus. 
Wie von den reciproken Polaren von Z in Bezug auf sämmtliche Flächen des 
Netzes. so wird sie auch von den auf P” liegenden in Bezug auf die Flächen 
von I(F) zweimal getroffen. Die cubischen Polarkegel der Punkte von L, 
welehe die Fläche P” einhüllen, haben zwölf Punkte gemein, welche auf N’ 
sich befinden und die Spitzen von Kegeln sind, in welche die Polarhyperboloide 
der Geraden L in Bezug auf zwölf gewisse Büschel des Netzes ausgeartet 
sind, deren Grundeurven die Ebene E berühren (Nr. 12). 

Da Z die Fläche P® sechsmal trifft, so berühren sechs Flächen von 
IF) die Gerade /,, womit wir abermals das in Nr. 17 gewonnene Resultat 
erhalten. 

20. Liegt die Gerade J, in der Ebene E selbst, so geht die Polar- 
fläche P° durch die Curve T’, auf der sich die Berührungspunkte der Flächen 
von >(F) mit E befinden, weil dann E für jede dieser Flächen eine der von 
I, ausgehenden Tangentenebenen ist und im Berührungspunkte von der reci- 
proken Polaren von Z in Bezug auf die Fläche getroffen werden muss. Der 
fernere Schnitt von P” mit E besteht aus drei Generatricen selbst. den re- 
ciproken Polaren von ZL in Bezug auf diejenigen drei Flächen, die in den 
Punkten (Z, T’) tangiren. 

21. Wenn E, eine zweite Ebene ist, in die wir die Gerade Z, hinein- 
legen wollen, so werden ihre Pole in Bezug auf die Flächen von I(F) wiederum 
sowohl auf der Pollläche von E,. als auch auf der Polarfläche der Geraden 7, 
in Bezug auf I(F) zu finden sein; beide haben ausser der eubischen Polcurve N}. 
die auf der ersteren eine einfache, auf der andern eine dreifache Curve ist. 


noch eine Curve neunter Ordnung //) gemein, und das ist die Polcurve der 
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Ebene E, in Bezug auf die Flächen von F(F). Also: Die Pole einer Ebene 
in Bezug auf die Flächen eines Netzes zweiter Ordnung, welche eine andere 
Ebene berühren, bilden eine Rhaumeurve neunlter Ordnung, welche als der 
zweite Durchschnitt einer cubischen Fläche und einer Flache sechster Ordnung 
sich ergiebt, die mit einander schon eine auf der letzteren dreifache enbische 
Raumcurve gemein haben. 

Diese Raumeurve neunter Ordnung ist ersichtlich auch das Erzeueniss 
der drei projectivischen Tangentenebenenbüschel, welche die eubischen Polar- 
kegel dreier nicht auf einer Geraden befindlichen Punkte von E, in Bezug 
auf I/F) einhüllen. 

22. E, schneidet //,) in neun Punkten; folglich giebt es neun Flächen 
aus I(F). welche E, berühren. Neun Flächen also eines Netzes zweiter Ord- 
nung oder neun Flächen zweiter Ordnung, welche durch sieben beliebige Punkte 
gehen, berühren zugleich zwei Ebenen, und das System der Flächen zweiter 
Ordnung, welche durch sechs Punkte gehen und zwei Ebenen berühren, hat den 
Index 9. Auch hier wird die Berührung nur in einfach unendlich vielen 
Punkten jeder der beiden Ebenen stattfinden. welche ersichtlich Curven e»leicher 
Ordnung erzeugen. 

Drei von den Punkten, in denen //) die Ebene E trifft. sind die Pole 
von E, in Bezug auf diejenigen drei Flächen aus I(F), welche auf der 
Geraden (E, E,) die Ebene E berühren; die sechs andern werden wir in der 
nächsten Nummer nachweisen. 

23. Im Netze N(F) giebt es einfach unendlich eiele Kegel: ihre Spitzen 
erzeugen eine haumcurve sechster Ordnung (und sechzehnten Ranges) S', welche 
auf den cubischen Polflächen aller Ebenen in bezug auf das Netz liegt und 
mit der cubischen Polcurve jeder Geraden die Grundceurve des Büschels der 
Polflächen aller durch die Gerade gehenden Ebenen bildet (Fl. 3. Ord. Nr. 16). 
demnach von allen diesen Polcurven in je acht Punkten getroffen wird (Fl. 
3. Ord. Nr. 64). Die sechs Kegel, deren Spitzen die Schnittpunkte einer 
Ebene E mit S’ sind, gehören mit zur Reihe | F); wirklich von der Ebene E 
berührte Kegel wird es im Allgemeinen nicht geben. Die sechs Punkte liegen 
auf T’ und sind Schnittpunkte von E mit der Polcurve jeder Ebene in Bezug 
auf I(F), also die sechs oben erwähnten. 

Es bezeichne nun s stets einen Punkt auf S’, S den Kegel des Netzes, 
der seine Spitze in s hat und zum Büschel B\s) gehört, dessen Grundeurece R s 
genannt werde. Da die Spitze des Kegels S, der durch Rs) geht. auch auf 
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dieser Curve liegt, so hat Rs) in s einen Doppelpunkt und alle Flächen des 
Büschels B(s) werden in s von derselben Ebene © berührt, welche durch die 
beiden Tangenten in s an R(s) — Kanten von S — gelegt ist; freilich S selbst 
wird im Allgemeinen nicht von © berührt, sondern nur in einem Geraden- 
paare, den beiden Tangenten von /i(s), durchschnitten, was aber auch bei 
den übrigen Flächen des Büschels geschieht; so dass alle Geraden der Ebene 
=, die durch s gehen, auf Flächen des Netzes liegen; ebenso liegen auch alle 
Kanten von S auf einer Fläche des Netzes, immer derselben. S. Also löst 
sich der in Nr. 5. besprochene Kegel dritter Ordnung für die Punkte s in eine 


Ebene SZ und einen Kegel zweiter Ordnung S auf. 


> 


24. Hat eine Grundeurve unseres Neizes einen Doppelpunkt. so fällt 
in diesen die Spitze eines Kegels ihres Büschels, weil jede durch ihn gelegte 
Ebene die Curve ausser im Doppelpunkte nur noch zweimal trifft. also die 
Curve vom Doppelpunkte durch einen Kegel zweiter Ordnung projieirt wird; 
demnach muss der Doppelpunkt ein Punkt auf S” sein. Es enthalten folglich nur 
diejenigen Grundeurven Doppelpunkte, welche die Curve S" treffen, und um- 
gekehrt, jede Grundeurve, die dies thut, enthalt im Begegnungspunkte einen 
Doppelpunkt; wie durch jeden Punkt überhaupt, so geht auch durch jeden 
Punkt auf S’ nur eine Grundeurve. Da jede Fläche des Netzes von der Curve 
S' zwölfmal, ein Kegel ausser in der Spitze nur zehnmal getroffen wird, so 
wird eine allgemeine Fläche zweiter Ordnung von zwölf Flächen eines Büschels 
berührt, ein Kegel von zehn, denn sobald zwei Flächen sich in einer Curve mit 
einem Doppelpunkte schneiden, in den nicht ein etwaiger Doppelpunkt einer 
von ihnen fällt, so berühren sie sich in demselben. Hat eine Grundeurve 
zwei Doppelpunkte, so löst sie sich bekanntlich in eine Gerade und eine die- 
selbe zweimal — in den beiden Doppelpunkten —- treffende cubische Raum- 
eurve auf. Da nun die Grundpunkte des Netzes sich stets als Schnittpunkte 
einer Grundeurve mit einer nicht zu ihrem Büschel gehörigen Fläche des 
Netzes ergeben. welche nothwendig bei einer in obiger Weise zerfallenden 
Grundeurve die Gerade zweimal, die eubische Raumceurve sechsmal trifft, so 
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zwei Grundpunkte verbindenden Geraden und einer durch die sechs übrigen 
Grundpunkte gelegten cubischen Raumeurve keine weitere derartig zerfallende 
(rundeurve im Netze. Wir wollen diese 28 aus zwei Theilen bestehenden 


Grundeurven mit (Z,,C;,) bezeichnen, wo L, die die beiden Grundpunkte B,, 
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», verbindende Gerade, C,, die durch die sechs übrigen gelegte eubische Raum- 


euree ist. Die beiden Bestandtheile treffen sieh in den Doppelpunkten der 
Grundeurve, auf S”, und diese beiden Doppelpunkte mögen s,. s, heissen, so 
dass As, Rs, Lay, 

Aus dem Vorhergehenden stellen wir über die Lage der acht Grund- 
punkte zu einander und zur Kegelspitzeneurve folgenden Salz zusammen : 

Jede Gerade, welche zwei der acht Grundpunkle eines Netzes zweiter 

Ordnung, und die cubische Raumcurve, welche die sechs übrigen verbindet. 
treffen einander in zwei Punkten und in denselben Punkten auch die Kegel- 
spitlzencurve des Netzes. 
25. Die Ebene © schneidet, wie gesagt (Nr 23). aus den Flächen des 
Büschels Ds) lauter Geradenpaare, mit dem Mittelpunkte s, auch aus dem Kegel; 
diese bilden als Kegelsehnittbüschel eine Involution. also giebt es zwei Geraden- 
paare. deren Gerade sich vereinigen. Das Düschel Ds, enthält ausser dem Kegel 
S, dessen Spitze auf der Grundeurve liegl, nur noch zwei Kegel: in jenen haben 
sich zwei von den vier Kegeln, die im Allgemeinen in einem Büschel vorkommen. 
vereinigt. Die Curven Rs) sind also Durchschnittscureen zweier unendlich wenig 
verschiedenen Kegel des Netzes. Folglich ist der Ort der Curven des Netzes, 
welche einen Doppelpunkt (oder zwei) besitzen, identisch mit der Enveloppe der 
sämmtlichen Kegel des Netzes, und jene Curven sind deren Charakteristiken. 
Da der Ort aller Grundeurven. welche einer Geraden begegnen. vierler Ordnung 
ist und die Curve S”’ in 24 Punkten trifft. so begegnen 24 Grundeurven mil 
einem Doppelpunkte der Geraden und zwar. da diese im Allgemeinen auf 
keiner Fläche des Neizes liegt. je einmal: ist dies aber der Fall. so ist diese 
Fläche (zweiter Ordnung) des Netzes der Ort der die Gerade treilenden Grund- 
curven selbst. welche aber alle zweimal treffen. demnach hat die Gerade. weil 
jene Fläche S" in 12 Punkten trifft. auch mit dem Orte der Grundeurven des 
Netzes, die mit einem Doppelpunkte behaftet sind. 24 Punkte gemein. also ist 
dieser Ort vierundzwanzigster Ordnung: er heisse D"*. Ausserdem erhalten wir 
noch als Ergebniss der vorhergehenden Betrachtung folgenden Satz: 

24 Grundeurren des Netzes mit einem Doppelpunkte treffen eine be- 
liebige Gerade, die nicht auf einer Fläche des Netzes liegt, und zwar je einmal: 
eine Gerade, die auf einer Fläche des Netzes liegt, wird von 12 solchen Grund- 
curven, deren jede jedoch in zwei Punkten trifft, geschnitten. Diese Schnitt- 
punktenpaare sind alle verschieden und bilden 12 Paare einer Involution, so- 
bald die Gerade durch keinen Grundpunkt geht: sie haben aber alle einen 
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Punkt gemein, sobald sie durch einen Grundpunkt geht, nämlich diesen selbst 
Nr.6). Daraus schliessen wir, dass jede durch den Grundpunkt gehende 
Gerade die Fläche D’* ausser in demselben noch in 12 Punkten trifft, also 
jeder Grundpunkt ein zwölffacher Punkt auf D* ist. 

26. Wir können uns diese Fläche durch die Grundeurven erzeug! 
denken. die den auf einander folgenden Punkten von S" angehören: daraus 
folet. dass die 28 Grundeureen (L,,C,,) Doppeleurven auf D"* sind, weil sie 


sich stets bei s,, und bei s,, ergeben. 


ıK 
24.12 


27. Ferner da D* mit T (Nr. 9) 7 


hat. so berühren 72 Grundceurven mit einem Doppelpunkte eine Ebene E: und 


72 Grundeurven vemein 


weil ebenso den Flächen D° und E* (Nr. 12) 24 Grundeurven gemein sind. 
so degeneriren die Polarhyperboloide einer Geraden L in Bezug auf 24 Büschel, 
deren (irundeurven mit einem Doppelpunkte behaftet sind, zu einem Kegel. 

25. Trifft eine Gerade @ die Kegelspitzeneurve in einem Punkle s. 
so ist dieser ein Doppelpunkt der Fläche T*. Wir nehmen zuerst an. die 
Gerade liege nicht just in der Ebene © oder auf dem Kegel S; so müssen 
wir diesen Kegel für diejenige Fläche des Netzes gelten lassen, welche @ in 
s berührt. genauer zwei zusammengelallene Punkte dort mit @ gemein hal. 
Er berührt also 7 längs der Grundeurve R s). denn diese Curve trifft @ in 
s. Dasselbe ist bei jeder zweiten Geraden @,. die durch s geht. der Fall: 
also berühren sich die beiden Flächen 7T* und T; längs der Curve R(s). haben 
demnach ausserdem nur noch zwei Grundeurven gemein. Indem wir nebenbei 
das Resultat notiren. dass zwei Gerade, die sich auf der Kegelspitzencurve 
schneiden, ausser von der durch ihren Schnittpunkt gehenden Grundcurve, die 
also für zwei zählt, nur noch von zwei Grundeurven des Netzes zugleich ge- 
iroffen werden, schliessen wir. dass die Fläche T*, welche einer durch s 
sehenden Geraden zugehört, jede andere durch s gehende Gerade ausser in s 
nur noch zweimal schneidet. s also ein Doppelpunkt dieser Fläche ist. 

Da nun S” durch diesen Doppelpunkt geht, so trifft sie D°* ausserdem 
nur noch in 22 Punkten, d. h. ausser der Curve Ris) treffen nur 22 Grund- 
eurven mit einem Doppelpunkte die Gerade G@, welche durch s geht; woraus 
lolgt, dass s ein Doppelpunkt, also die ganze Kegelspitzencurve eine Doppel- 


carve auf D* ist. 


29. Doch sehen wir auch noch zu, wie sich die Sache für eine Gerade 


(G, die in der Ebene 5 durch s geht oder auf dem Kegel S liegt, gestaltet. 
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Die Fläche des Netzes, auf welcher die in der Ebene befindliche Gerade 


lieet. ersetzt die Fläche T*; sie triflt 5” zwöllmal. einmal davon in s. Durch 
jeden dieser 12 Punkte geht eine mit einem Doppelpunkte behaftete Grund- 
curve, welche die Gerade @ zweimal trifft. die durch s gehende triffi @ in s. 
ihrem Doppelpunkte, in zwei zusammengefallenen Punkten. so dass auch diese 
(serade @ mit D* ausser s nur noch 22 Punkte semein hal. Lieet G auf 
S, so verlrilt dieser Kegel selbst die Fläche T': er bereenet der Curve $' 
ausser in seinem Doppelpunkte s noch in 10 Punkten. durch jeden geht eine 
(srundeurve mil einem Doppelpunkte. welche % zweimal trifft. was 20 Schnitt- 
punkte von @ und D* erpiebt: die durch den Doppelpunkt s gehende Grund- 
eurve Jt\s) ist natürlich doppelt zu rechnen. also auch jeder ihrer beiden Be- 
gegnungspunkte mit @. Der eine ist s selbst. der ja schon als Doppelpunkt 
auf D* nachgewiesen. Der zweite Schnittpunkt von @ mit Rs) ist ein Be- 
rührungspunkt dieser Geraden mit D*: in der That. wir wissen ja. dass 8 
der Fläche D* umschrieben und die Berühruneseurve die Durchschniltseurve 
mit dem nächsten Kegel. also Rs) ist. Doch ist dies ein besonders hervor- 
zuhebendes Resultat. 

Jede Kante eines der Kegel, welche die Fläche D" umhüllen, berührt 
diese Fläche dort, wo sie die durch die Spitze des Kegels gehende Grundeurve 
zum zweiten Male trifft, und in demselben Punkte wird D* auch von der längs 
jener Kante den Kegel berührenden Ebene tangirt. 

30. Zwei Kanten auf jedem Kegel verdienen eine besondere Auszeich- 
nung. die Schnittlinien \ und \ desselben mit der Ebene 3 oder die Tangenten 
an die Grundeurve Rs) in s: bei ihnen liegt der zweite Schnittpunkt mit As 
neben s selbst: sie haben also mit D'* den Doppelpunkt und zwei unendlich 
nahe Punkte gemein. 

Betrachten wir die beiden Ebenen I und I”, welche den Kegel S 
längs der Geraden \ und \' berühren. Sei @ eine z. B. in T’ durch s gehende 
(rerade. Da die Spitze s des Kegels S auf Rs’. der Schnilteurve mit dem 
Nachbarkegel S,. liegt, so befindet sie sich auf diesem. offenbar unendlich 


ri 


nahe an dessen Spitze: die Geraden j' und berühren Rs in s, also auch 


} 
den Kegel S,. und dessen Tangentenebenen T, und T,. welche durch \ und 


3 


\ gehen, werden wenig von den Ebenen T’ und IT’ verschieden sein. so 
dass, wenn wir G@ in I, annehmen statt in IT’, diese Gerade den Kegel $, in 
s berührt, also auch noch die nächste Curve ARis), welche auf diesem Kegel 


durch dessen andern Nachbar verzeichnet wird. trifft. Die Gerade @. die wir 
29 * 
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nun wieder zur Grenze zurückkehrend in X’ selbst annehmen, trifft also die 
Fläche D*, auf der alle Curven As) liegen, ausser in dem Doppelpunkte s 
noch in einem unendlich nahen Punkt (einem Punkte der Grundeurve. die 
durch den Nachbarpunkt von s auf S® geht); dies thun alle durch s auf 7 
oder IT’ gelegten Geraden. Also ersetzen diese beiden Ebenen T und TÜ' 
den Kegel, der sich an D" im Doppelpunkte s dreipunktig anschmiegt, wie 
dies ja bei ailen Doppelpunkten der Fall ist, die nicht vereinzelt auf einer 
Fläche liegen. sondern einer Doppeleurve angehören (Cremonas Preliminari 
IS. Anm.): die Punkte der Curve S” sind biplanare Doppelpunkte auf D*. 
Sie werden an 24 Stellen, wie wir später zeigen werden, uniplanar. 

31. Wir haben noch 28 Doppeleurven auf der Fläche D" gefunden, 
nämlich die Curven \L,,, C,,) mit zwei Doppelpunkten s,, und s;,.,. bei welchen 
auch die beiden andern Kegel in einen sich vereinigen, der die Spitze auf der 
Curve im zweiten Doppelpunkte hat. Die beiden Kegel also. die nur durch 
eine solche Curve gehen, seien 8, und S;,, mit den Spitzen s, und s,,. Die 
Fläche T’* wird ersichtlich längs der Geraden L,., von den beiden Ebenen 7, 
und 2, berührt, welche längs dieser den beiden Kegeln gemeinsamen Kante 
die Kegel tangiren: hingegen in jedem Punkte ce auf C,, von den beiden Ebenen 
T, und T,,,. welche dort die beiden Kegel berühren und sich von Punkt zu 
Punkt ändern, während dies bei L,, nicht geschieht. Von diesen Ebenen ist 
es klar. dass sie die dreipunktig berührenden Geraden enthalten, denn jede 
beliebige Gerade @ z. B. in Z,, und jede durch e gehende in T,, berührt den 
kegel 8, in (L,,@) oder in e und trifft demnach die Fläche D°* ausser in 
diesem Doppelpunkte noch in einem Punkte der Nachbareurve Ris) der 
Curve (L,,C;). 

32. Die Punkte s,,., s,, sind dreifache Punkte auf D*. Es sei @ eine 
durch s,, gehende Gerade: die ihr zugehörige Fläche T* hat, wie schon be- 
wiesen, s, zum Doppelpunkte, sie enthält die ganze Curve (Z,., C,.), folglich 
wird sie von S’ ausser in ihrem Doppelpunkte s,, und in dem Punkte s,,, welcher 
doch wie jener nur die Curve (C,,, L;.) liefert, in 21 Punkten getroffen, welche 
21 mit einem Doppelpunkte behaftete Grundeurven, die der @ begegnen. und 
demnach 21 Schnittpunkte von @ mit D"* ausser s,, liefern, also concentriren 
sich in s,, drei Schnitipunkte. Der Punkt s, ist ein triplanarer Punkt; die 


drei Ebenen, welche die vierpunktig berührenden Geraden enthalten, sind die 
beiden Ebenen X,,, T,,, welche den Kegel S,, längs der Kante L,, und längs 
der Tangente an C,,. in s, (den beiden Geraden j' und j” für den Punkt s,,) 
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berühren und die Ebene T,,, welche den Kegel S,, in s,, berührt und welche 


L 
EG 


zugleich die Ebene 2,, ist, die ihn längs 1, tangirt. Als Punkt von $°” kommen 


ihm die Ebenen Z,,, T,, zu, als Punkt von €, die Ebenen T,, T/, und als 


Punkt von Z,, die Ebenen T,, T,=T... 

33. Der Kegel der I3punktig berührenden Geraden, die durch jeden 
der zwölffachen Punkte ‘%, gehen, wird durch die Tangenten sämmtlicher mil 
einem Doppelpunkte versehenen Grundeurven in dem ihnen allen gemeinsamen 
Punkte °®, erzeugt. Eine beliebige Ebene E, welche durch %, geht. wird in 
diesem Punkte von einer Fläche F’ des Netzes berührt, welche nothwendig 
alle die Ebene berührenden Grundeurven enthält und von ihnen erfüllt wird: 
da diese mit S’ 12 Punkte oder mit D°* 12 Grundeurven v„emein hat. so 
tangiren 12 Curven A(s) die Ebene & in %,;, folglich biegen 12 Kanten des 
obigen Kegels auf jeder Ebene, die durch ®, geht. Dieser Kegel wird ein- 
gehüllt von denjenigen Tangentenebenen der Kegel des Netzes. die längs der 
durch ®,; gehenden Kanten dieselben berühren. Denn bei einer solchen 
Ebene T ist ihr Kegel die obige Fläche F'. Er trifft S” ausser in seiner 
Spitze s in 10 Punkten. die ausser der Geraden. welche in ®, die durch s 
gehende Grundeurve tangirt, noch 10 Gerade in T liefern. welche in B,; eine 
Grundeurve mit einem Doppelpunkte berühren; so dass die die Curve Rs 
berührende zwei derartige Geraden vertritt und demnach die Berührungskante 
des Kegels zwölfter Ordnung mit der Ebene T ist. Dieser Kegel ist vierter 
Klasse; denn durch jede Gerade, welche vom Punkte ®$, ausgeht. gehen vier 
Ebenen, die je einen Kegel des Nelzes in ®, berühren. weil dies nur die 
Tangentenebenen in P, an die vier Kegel des Büschels sein können, dessen 
Grundceurve jene Gerade in °P, berührt. 

34. Auf diesem Kegel C,' liegen die 7 Geraden L,,, welche durch % 
gehen, und die Tangenten in '®, an die 21 den Punkt ®, enthaltenden cubischen 
Curven C,, als Doppelkanten, in denen die je zwei der 56 Ebenen T,. T,.. 


Lu. I, welche diesen Geraden L, und Curven (C, 


iX 


im Punkte ‘®, zugehören, 
die beiden Berührungsebenen sind. Der Kegel C)’ hat ausser den 28 Doppel- 
kanten noch 24 Rückkehrkanten. Jede gewöhnliche Kante berührt eine Curve 
R(s), welche der Kegelspitzenceurve S° nur einmal begegnet, jede Doppelkante 


eine Curve (L,,C,), welche der S®’ in zwei getrennten Punkten s,., s.. be- 


gegnet; jede Rückkehrkante muss also eine Curve Rs) berühren, welche mit 
der Curve S® zwei unendlich nahe Punkte gemein hat. folglich sie tangirt. 


Dann geben nämlich zwei auf einander folgende Punkte von S® dieselbe Curve 
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R's). also dieselbe Kante des Kegels C}‘. Es giebt folglich 24 Grundeurven des 
Netzes. welche die Kegelspitzencurre berühren; was auf ihnen dieser Berüh- 
rungspunkt für ein Punkt ist. soll bald erörtert werden. 

Wenn aber eine Grundeurve die Curve S” berührt, so Ihut dies auch jede 
der Flächen ihres Büschels. Da je zwei Büschel eines Netzes eine Fläche gemein 
haben. so berühren 24 Flächen jedes Büschels des Netzes die Kegelspitzen- 


Yt) 


eurve: die vier Kegel desselben haben auch mit S" zwei zusammengefallene 
Punkte gemein. So ergeben sich die 28 Flächen jedes Büschels unseres Netzes. 
die mit der Kegelspitzeneurve desselben, einer Curve sechster Ordnung, welche 
mit einer eubischen Raumeurve den vollen Schnitt zweier ceubischen Flächen 
bildet. zwei unendlich nahe oder zusammengefallene Punkte gemein haben *). 

35. Wir wollen die Fläche untersuchen, welche von den Ebenen © 
eingehüllt wird. Jede Fläche des Netzes wird in den Punkten. wo sie 85” 
trilft. von Ebenen S berührt, wofern nicht die Fläche ein Keeel und der Punkt 
die Spitze ist. Alle Flächen des Büschels. das durch einen Punkt s geht, 
ergeben dieselbe Ebene ©. Wir können uns also auf die Flächen eines be- 
liebigen Büschels beschränken. Die Berührungspunkte der von einem beliebigen 
Punkte P an diese gelegten Tangentenebenen bilden eine Fläche dritter Ord- 
nung (Fl. 3.0. Nr. 9), die Pampolare des Punktes P in Bezug auf das Büschel. 
weiche auch die Scheitel der vier Kegel des Büschels enthält und ausser diesen 
vier Punkten mit S” noch 14 Punkte gemein hat. Die diesen Punkten zu- 
sehörigen Ebenen © gehen durch P, also umhüllen die Ebenen © eine ab- 
wickelbare Fläche vierzehnter Klasse ©... 

Jede Ebene © berührt im Allgemeinen zwei Kegel. so wie alle Flächen 
des Büschels Ds) mit Ausnahme des Kegels S selbst. Folglich da D* von 
sämmtlichen Kegeln des Netzes eingehüllt wird. also deren Tangentenebenen 
die ihrigen sind, so ist ©,, der Fläche D’* doppelt umschrieben: die den Punkten 
$, $, zugehörigen Ebenen ©, gebildet durch die Gerade ZL,, und die Tangente 


*) Dieses Resultat ergiebt sich aus den Preliminarı Nr. 115, wenn man noch berück- 
sichtigt, dass jeder Begegnungspunkt der Partialeurven, in die sich die Totaldurch- 
schnittseurve zweier Flächen z ter und n,t"t Ordnung zerspaltet, die Anzahl der Flächen 
eines Büschels n,!er Ordnung, die diese Durchschnittseurve berühren (oder allgemeiner 
mit ıhr zwei unendlich nahe oder auch wirklich zusammengetallene Punkte gemein 
haben), um 2 vermindert. Nach dem eitirten Satze des Herrn Cremona wird die 
(srundeurve eines Büschels zweiter Ordnung von 16, die Grundeurve eines cubischen 
von D4 Flächen eines Büschels zweiter Ordnung berührt. Eine Gerade wird von 2, 
also eine ceubische Raumeurve von 16 —2—2.2= 10, folglich eine Curve wie $® 
von 94— 1 — 2,3 = 283 Flächen eines Büschels zweiter Ordnung berührt. 
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an O,, in s,, resp. s,,, berühren nur einen Kegel $,, resp. S,,, in deren jeden 
sich ja zwei Kegel des Büschels durch (Z,., C,,) vereinigt haben, also 56 mal, 
in den Punkten s;. $x, durchkreuzen sich die beiden Aeste der Berührungs- 
curve von ©, und D“*. 

36. Im Allgemeinen haben die Polarebenen eines Punktes P in Bezug 
auf alle Flächen des Netzes nur einen Punkt II gemein, den conjugirten Pol von 
P; die Polarebenen aber der Punkte s der Kegelspitzencurve haben eine Gerade 
gemein, I, die conjugirte Polare von s in Bezug auf das Netz. Der Punkt 
s hat in Bezug auf alle Flächen eines Büschels B,(S), an dem der Kegel S 
partieipirt, dieselbe Polarebene ©,., welche durch die drei andern Kegelspitzen 
des Büschels geht und also eine Seitenfläche des dem büschel conjugirten Pol- 
tetraeders ist. Diese Ebene dreht sich für alle derartigen Büschel um 2: 
für alle übrigen Büschel ist > die conjugirte Polare von s (Fl. 3.0. Nr. 16). 
© ist die gemeinsame Polarebene von s in Bezug auf die Flächen von B{s.. 
also geht © durch >. 

Welches ist die von den Z erzeugte Fläche? Alle Punkte einer Geraden 
> haben ersichtlich ihren conjugirten Pol in s; also da die cubische Poleurve 
einer beliebigen Geraden /L mit S’ 8 Punkte gemein hat (Nr. 23). Irifi L 8 
Geraden >. Demnach erzeugen die Geraden 2 eine Fläche achten Grades I”. 
Die Ebenen ©. sind Tangentenebenen dieser Fläche. Mithin wird die Fläche 
>” eingehüllt durch die Seitenflächen der den sämmtlichen Büscheln des Netzes 
conjugirten Poltetraeder. Durch jede Gerade im Raume gehen folglich & Ebenen, 
von deren 6 Schnittpunkten mit S” drei Spitzen von Kegeln desselben Büschels 
sind, die 3 andern aber auf einer Geraden > liegen. wie sich bald zeigen wird. 

37. Es war oben die Pampolare eines Punktes in Bezug auf ein Büschel 
erwähnt worden: man wird leicht erkennen. dass diejenige eines Punktes s in 
bezug auf ein Büschel B.(S) sich in den Kegel S und die Ebene ©, auflöst. 
von welchen beiden Bestandtheilen nur ©, als Ort der Berührungspunkte der 
von s an die Flächen des Büschels DB, — nach Ausschluss von 5 selbst 
gelegten Tangentenebenen in Betracht kommt. Andrerseits erinnern wir, dass 
der in Nr. 5 betrachtete Kegel dritter Ordnung derjenige specielle Fall der 
Pampolare ist. wo der Punkt s auf der Grundeurve des Büschels liegt. Da 
© eine specielle Lage von ©, ist, ersehen wir, dass der frühere specielle Fall 
des Ausartens dieses Kegels dritter Ordnung sich dem obigen unterordnet. 

38. Während die Polarhyperboloide einer beliebigen Geraden nur für ein- 
fach unendlich viele Büschel eines Netzes in Kegel ausarten (Fl. 3. ©. Nr. 15). ge- 
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schieht dies bei einer Geraden > für alle Büschel, und sämmtliche Kegel haben 
die Spitze im zugehörigen Punkte s. Greifen wir zwei beliebige Büschel 
heraus. so haben die beiden Kegel die reciproke Polare von > in Bezug auf 
die zu beiden Büscheln sehörige Fläche gemein. also ausserdem noch drei 
Gerade. die natürlich durch s gehen. Diese drei Geraden sind die con- 
jugirten Polaren von 3 Punkten auf > in Bezug auf beide Büschel, also in 
Bezue auf das Netz und demnach auch auf alle übrigen Büschel desselben. 
Mithin giebt es auf der Geraden > 3 Punkte s, s, s,. welche eine conjugirte 
Polare haben. also auf S” liegen, und durch s gehen 3 Gerade &: >, >, 3,;. 
welche jenen 3 Punkten zugehören. Die Kegelspitzencurve S” liegt folglich 


auf der Fläche >” als dreifache Curve und wird von jeder Generatrix dreimal 


getroffen. Die 3 auf > liegenden Punkte s, s, s; und die 3 durch s, welches 


I zugehört, gehenden Geraden 2, >, 


> 
J 
« 


gehören sich resp. zu. Die 3 Geraden 
I, >, >; sind den zu Kegeln degenerirten Polarhyperboloiden der Geraden 2 
in Bezug auf alle Büschel des Netzes gemein und erselzen die gewöhnliche 
eubische Poleurve dieser Geraden. Der dreifache Punkt s dieser Abart ist 
der conjugirte Pol für alle Punkte von 2, den 3 besondern Punkten s, s: s, 
sind resp. die sämmtlichen Punkte von ZI, >, I, conjugirt. 

Es leuchtet bald ein. dass wen» 2 Gerade I sich schneiden. die Polar- 
ebenen ihres Schnittpunktes durch die beiden zugehörigen Punkte s, also dureh 
eine Gerade gehen, der Schnittpunkt mithin auf S” liegen muss; folglich hat > 
keine andere vielfache Curve als S". 

39. Die Ebene (>, >3;) ist eine Ebene S, für s, wie für s,. also 
semeinschaftliche Polarebene von s, für ein gewisses Büschel B.(S,). ebenso 
von s, für ein gewisses Büschel D,(S,): diese Büschel sind nicht unter ein- 
ander. d.h. mit dem Büschel (8,8,) identisch: denn s, hat zwar für alle 
Flächen dieses Büschels dieselbe Polarebene, ebenso s,. aber jene ist von 
dieser verschieden. Folglich hat die Ebene (I, 38,) für die den beiden Büscheln 
vemeinsame Fläche zwei Pole s, und s,. woraus hervorgeht. dass diese Fläche 
ein Kegel ist, dessen Spitze auf IF =s,s, liegt, folglich in den Punkt s, fällt. 
Sie muss aber auch in der Polarebene (3,3;) von & in Bezug auf den 


J 
J 


Kegel liegen. 


Also hat jede der 3 Geraden &, die sich in einem Punkte s der Curve 
S" treffen, ihren conjugirten Pol in der Ebene der beiden andern, und ist 
derselbe der sechste Schnittpunkt dieser Ebene mit S® neben den 5 auf den 
beiden Geraden I. 
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40. Da jede Ebene ©,, speciell © durch eine Gerade > geht, so 
liegen 3 von ihren Schnittpunkten mit S” auf derselben. (Man sehe Nr. 36). 
Die 6 Schnittpunkte einer Ebene © mit S” sind also der Punkt s, dem sie ent- 
springt, die 3 Punkte s auf dessen conjugirter Polare Z und die Spitzen der 
beiden Kegel, welche © berührt oder die in B(s) ausser S vorkommen. 

Ferner ist ersichtlich. dass die Fläche ©,, der Fläche Z° umschrieben ist. 

Mit der cubischen Polfläche einer Ebene & hat die Fläche &* ihre 
dreifache Curve S° und die conjugirlen Polaren der 6 Punkte s in & gemein: 
nothwendigerweise muss auch jede Erzeugende von I”, die durch einen den 
beiden Flächen ausserhalb S” gemeinsamen Punkt geht, ganz auf der cubischen 
Polfläche liegen, da sie ihr in 4 Punkten begegnet. 

41. Sind s und s, zwei Punkte auf 5’, & und >, ihre conjugirten 
Polaren, so geht die Polarebene von s in Bezug auf das Büschel (S, S,) durch 
s; und $&, die von s, durch s und >,. Beide Ebenen haben die Gerade gemein. 
auf der die Spitzen der beiden andern Kegel des Büschels liegen. 

Also wenn s und s, zwei Punkte der Kegelspitzencurve S" und 2 und 
>, ihre conjugirten Polaren sind, so treffen sich die Ebenen (s>,) und (s, 2) 
in einer Secante von 5’, welche die beiden andern MWegelspitzen im Büschel 
(8, S,) verbindet. 

Legt man durch die conjugirte Polare eines Punktes s auf S’ eine Ebene, 
so trifft diese die Curve S’ in 3 Punkten, die mit s die 4 Kegelspilzen eines 
Büschels sind. Verbindet man 2 derselben mit s durch eine Ebene, so trifft 
diese S" in den 3 Punkten s auf der conjugirten Polare des dritten. 

Es seien s' und s” die beiden andern Kegelspitzen im Büschel B(s), also 
die weitern Schnittpunkte von © =(s, >) ausser s und den 3 Punkten auf $. 
und Z' und 2" ihre conjugirten Polaren. Da die beiden andern Kegel, die 
sich befinden, sich in den Kegel $S vereinigt haben. 


y 


in B(s) ausser S’ und X 
so berührt die Schnittlinie der Ebenen (s,Z") und (s', 2’) die Curve S” in s. 

42. Wir fanden oben (Nr. 34), dass es 24 Grundeurven R(s,) giebt, 
welche S® — in den Punkten s, — berühren. Ersichtlich wird auch, da alle Flächen 
des Büschels B (s,) dann S° tangiren, die Ebene ©, = (s,$,), welche alle Flächen 
berührt, von S® in s, tangirt. X, kann nicht durch s, gehen, dann gingen 
die Polarebenen des Punktes s, in Bezug auf alle Flächen des Netzes, also 
alle Flächen selbst durch s,. Also muss einer der beiden Punkte s’ und s” 
sich noch mit s, vereinigen, d. h. in den Kegel S, vereinigen sich 3 Kegel 
des Büschels B(s,), und es bleibt nur noch einer ausserdem, S'. Die in Nr. 25 
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betrachtete Involution auf &, bleibt bestehen. auch können nicht etwa alle 
Strahlenpaare einen Strahl gemein haben, denn diese Gerade müsste dann der 
Grundeurve des Büschels angehören; also müssen 2 Doppelstrahlen sein, welche 
ihre Existenz nur den beiden Kegeln S, und S’ verdanken können. Folglich hat 
der mit S,. der schon überhaupt 2 Kegel repräsentirt, noch zusammengefallene Kegel 
S" auf S, seine Eigenschaft, von der Ebene © wirklich berührt zu werden, über- 
tragen. Da also S, auch $, in zwei zusammengelallenen Geraden schneidet. 
so haben sich die beiden Tangenten von R(s,) in s, vereinigt, d. h. R(s,) hat 
in s, einen Rücklehrpunkt, und die Kante \,, in der ©, den Kegel S, berührt, 
ist die Rückkehrtangente. Es lässt sich auch leicht umgekehrt einsehen, dass, wenn 
eine durch s, gelegte Grundeurve dort einen Rückkehrpunkt hat, also der Kegel 
S, von &, = (s,. 2) längs der Rückkehrtangente berührt wird, dann in B(s,) 
nur noch ein Kegel existiren kann, da schon durch S, ein Asymptotenstrahl 
der Involution in &,, geliefert wird, also nur noch einer übrig bleibt; daher 
muss sich einer der beiden Punkte s’ s’ mit s, vereinigen, so dass S’ von 
&,. milhin von allen Flächen des Büschels 5A(s,) und also auch von der Curve 
R\s,) in s, berührt wird. 

Wir erhalten mithin folgendes Resultat: 

Derührt eine Grundeurte eines Netzes dessen Kegelspitzencurve, so hat 
sie im berührungspunkte einen Rückkehrpunkt. Und umgekehrt: Hat eine 
Grundcurve des Netzes einen Rückkehrpunkt, so berührt sie in demselben die 
Kegelspitzeneurve. Es giebt also in einem Netze 24 Grundeurven mit einem 
Rückkehrpunkte. 

Die beiden Geraden f, und s,s’ sind die Asymptotenstrahlen der In- 
volution in ©. also ist |, die Polare des Punktes s’ in Bezug auf die sämmlt- 
lichen durch die Flächen des Büschels B({s,) in ©, eingeschniltenen Geraden- 
paare; d.h. }, liegt auf der Polarebene (s,, 2’) von s’ in Bezug auf dieses 
Büschel. Ueberlegen wir, dass in s, und I, sich s’ und £°” befinden, so er- 
giebt sich, dass },. die Schniltlinie von &,= (8, 3,)= (8,2) mit (s,2')=(s",!'). 
die Curve 5’ in s, berührt. Also jede der mit einem Rückkehrpunkte be- 
hafteten 24 Grundeurven giebt der Kegelspitzencurve ihre Rückkehrtangente 
zur gemeinschaftlichen Tangente. 

43. Bei dem Kegel $S, sind die beiden Geraden j’ und }” in j, zu- 
sammengefallen und demnach TI, I’ mit &©,. so dass die Curve S’ an den 
24 Punkten s, uniplanar wird, dort übrigens auch von der Berührungscurve 
der Flächen ©, und D"* getroffen wird; die einzige Ebene dreipunklig be- 
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rührender Geraden ist eine der Einhüllungsebenen von ©,,. welche aber D" 
ausser in s, nochmals berührt. Durch jede Grundeurve R(s,) gehen zwei 
Kegel, in deren einen drei sich vereinigt haben; also durch jeden Punkt jeder 
dieser 24 Curven gehen drei auf einander folgende von den die Fläche D” 
einhüllenden Kegeln. folglich sind (Preliminari 46) diese 24 drundeurven mit 
einem Rückkehrpunkte Cuspidaleurven auf der Fläche D*. Die Punkte einer 
Cuspidaleurve sind jederzeit uniplanare Punkte; in der That, in jedem Punkte 
s“ einer solchen Curve wird die Fläche D” nur von der Ebene T, die den 
Kegel S,längs der Kante s,s, tangirt,. berührt, während z. B. in jedem Punkte 
c‘ der Curve C,, die Tangentenebenen der Kegel S,, und $/, längs der Kanten 
s.c} und s’,e,, die Fläche D“* tangiren. In dem letzteren Falle ist die Curve 
(L,,, C;,) gemeinschaftliche Charakteristik für zwei endlich entfernte einhül- 
lende Kegel $;,,. S,,, in unserem jetzigen Falle für S, und seinen unmittel- 
baren Nachbar; daher dort die beiden verschiedenen Berührungsebenen in 
jedem Punkte der Charakteristik, hier die zusammengefallenen. 

44. Die einem Punkte s,, zugehörige Ebene ©, ©,,, gelegt durch Z, 
und die Tangente an C,,, berührt. weil im Büschel B(s,) die Kegel S’ und 
S’” sich in den Kegel $;, vereinigt haben, die Curve S" im Punkte s;, und 
enthält deren Tangente t,,. Diese beiden Tangenten #, und #,, sind übrigens 
reciproke Polaren in Bezug auf alle Flächen des Büschels B(s,) = B(s,,) und 
zwar die einzigen gemeinschaftlichen. Ein beliebiges Büschel hat drei Paare 
gemeinschaftlicher reciproken Polaren, die Gegenkanten seines Poltetraeders: 
ein Büschel B(s) hat noch 2 Paare: 1) ss’, ss’, und 2) s’s’ und die Tangente 
an S’ in s, endlich ein Büschel 5(s,) nur ein Paar: s,s' und die Tangente 
an S” in s.. 

Die einem Punkte s,, zugehörige conjugirte Polare >3;, trifft die Gerade 
L,, im vierten harmonischen Punkte von s, zu ®,, B;. 

45. Es bleibt uns noch immer die Klasse der Fläche D"* zu bestimmen 
übrig. Da diese Fläche von den Tangentenebenen sämmtlicher Kegel des 
Netzes eingehüllt wird, so wird ersichtlich ihre Klasse durch die Anzahl der 
Kegel des Netzes bestimmt, welche eine beliebige Gerade @ berühren, denn 
jede Gerade, die in einer Berührungsebene eines Kegels liegt und nicht just 
dessen Scheitel enthält. berührt den Kegel. Wir haben also zu untersuchen, 
wie viele Kegel sich in der Reihe S(F) (Nr. 13ff.) befinden. Da die Polare 
einer Geraden L in Bezug auf einen Kegel stets durch dessen Spitze geht, so 
haben wir, wenn L die Kegelspitzencurve nicht trifft, — denn für eine Gerade, die 

30 * 
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dies thut. könnte die reciproke Polare sich in eine Ebene erweitern oder auch 
die Gerade könnte dieselbe reciproke Polare in Bezug auf unendlich viele 
Flächen haben — die Spitzen der Kegel der Reihe S(F) auf der der Geraden 
I, zugehörigen Polarenfläche P* zu suchen, also in deren Schnittpunkten mit 
S°: deren sind 24. Von ihnen werden 16 durch die 8 Begegnungspunkte der 
Curve S" mit der auf P* doppelten eubischen Polcurve N’ der Geraden L in 
Bezug auf N(F) absorbirt. Durch jeden derselben gehen unendlich viele 
reciproke Polaren von L, ersichtlich auch die in Bezug auf den Kegel, der 
seine Spitze in dem Punkte hat; sie braucht aber nicht mit einer der beiden 
durch den Punkt gehenden Erzeugenden von P* identisch zu sein, d. h. der 
Kegel nicht zu der Reihe S(F) zu gehören. Hingegen durch jeden der acht 
übrigen Punkte geht nur eine reciproke Polare von L, weil er nur eine Se- 
cante an N° aussendet. Da er auf P* liegt, muss sie die reciproke Polare 
in Bezug auf eine Fläche von S(F), hingegen, weil er auch auf S” liegt, die 
reciproke Polare in Bezug auf den Kegel S sein. Also liefert jeder der acht 
Punkte einen Kegel der Reihe S(F). Folglich giebt es in einem Netze zweiter 
Ordnung stets acht Kegel, die eine beliebige Gerade berühren, oder das System 
von Flächen zweiter Ordnung, die durch sieben beliebige Punkte gehen und eine 
(rerade berühren, enthält acht Kegel, oder das System von Kegeln zweiter Ordnung, 
welche durch sechs Punkte gehen und eine Gerade berühren, ist vom Index 8. Und: 

Die Enveloppe der Kegel eines Netzes zweiter Ordnung oder das Erzeug- 
niss der mit einem Doppelpunkte (zu dem in 28 Fällen ein zweiter tritt oder 
der in 24 Fällen in einen Rückkehrpunkt übergeht) behafteten Grundceurven eines 
solchen Netzes ist achter Klasse. Ohne die mannichfachen singulären Elemente 
wäre sie von der Klasse 24.23° = 12696. Es wäre eine interessante Unter- 
suchung. wie viel jedes von den vielfachen Elementen (die Punkte ®,, die 
C, 


ı 


Curve 8”, die Curven (Z, 


ik 9 


‚) und die Curven R(s,)) zu dieser bedeutenden 
Reduction der Klasse beigetragen hat. 

16. Betrachten wir nun genauer die Tripeleuree T’ (Nr. 9, 10, 11) 
für gewisse ausgezeichnete Ebenen. Zuerst sei E eine Tangentenebene eines 
Kegels S des Netzes, also auch eine Tangentenebene von D*. Da sie den 
Kegel längs einer ganzen Geraden t berührt, so wird diese an der Tripeleurve 
vollständig theilnehmen, der andere Theil derselben ein Kegelschnitt T’ sein. 
dessen Punkte die Berührungspunkte der übrigen die Ebene E berührenden 
Flächen des Netzes sind. Alle Grundeurven, welche die Ebene E in Punkten 


der Gerade t berühren, liegen auf dem Kegel S und werden, da sie f zweimal 
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treffen, zweimal berührt (eine, R(s), einmal berührt und einmal im Doppel- 
punkte getroffen), und die Paare von Berührungspunkten bilden eine Involution. 
Der Kegelschnitt T’ ist also der Ort der Berührungspunkte der die Ebene E 
nur einmal berührenden Grundcurven des Netzes. Er enthält die Pole der 
Geraden t in Bezug auf alle Kegelschnilte des in die Ebene E eingeschnittenen 
Netzes N(K). Da es nämlich in demselben unendlich viele Büschel giebt, deren 
Kegelschnitte eine doppelte Berührung — auf # — eingehen, also alle denselben 
Pol von t haben, so genügt in der That. um alle diese Pole aufzufinden, ein 
einziges Büschel aus dem Netze. Die conjugirten Pole der Punkte von / 
liegen auf T’ und umgekehrt, so dass diese Gebilde projectivisch auf einander 
bezogen sind, und die Cayleysche Curve, also die Enveloppe der Geraden der 
Ebene E, welche auf Flächen des Netzes liegen und von zwei Grundeurven 
desselben (das eine Mal auf T’, das andere Mal auf f) berührt werden, eine 
Curve dritter Klasse mit der Doppeltangente t wird (die beiden Schnitipunkte 
von £ und T’ sind einander conjugirt). Zu je zwei Punkten auf T’ gehört als 
dritter Tripelpunkt ein Punkt auf T’; und ebenso ein Punkt auf T” zu je 
zwei Punkten auf t. 

47. Noch mehr degenerirt die Tripelcurve für eine Ebene ©. Da 
diese die beiden Kegel S’, S” berührt, so nehmen die beiden Geraden ss’, ss” 
an der Tripeleurve theil. Die übrigen Geradenpaare des in © befindlichen 
Kegelschniltnetzes finden wir durch Zusammenstellung des Kegelschniltbüschels. 
das durch die Strahlenpaare der Involution um s, deren Asymptotenstrahlen 
ss, ss’ sind. gebildet wird. mit einem beliebigen Kegelschnitte des Netzes; 
daraus ergiebt sich, dass die Mittelpunkte derselben auf der Polare von s in 
Bezug auf diesen Kegelschnitt liegen d. h. auf >, die ebenso Polare in Bezug 
auf jeden andern Kegelschnitt des Netzes ist. Also ist & die dritte Gerade 
der Tripeleurve in S neben ss’, ss’. Alle ihre Punkte sind conjugirt zu s, 
also sind alle Strahlen dureh s Einhüllende der Cayleyschen Curve, was wir 
schon wissen; folglich besteht die Cayleysche Curve aus dem Punkte s und 
einem Kegelschnitte K'. Jeder Punkt auf ss’ hat seinen conjugirten Pol auf 
ss, was daraus hervorgeht, dass in Folge der bekannten Involulionseigenschaft 
ss' die conjugirte Polare jedes Punktes auf ss’ in Bezug auf das Kegelschnitt- 
büschel der Involutionspaare ist und umgekehrt. Die Pole der Punkte von ss’ 
werden auf ss” durch die Polaren jener Punkte in Bezug auf einen beliebigen 
wirklichen Kegelschnitt des Netzes in © markirt, folglich beschreiben die con- 
jugirten Pole auf ss’ und ss” zwei projectivische Punktreihen, und ihre Ver- 
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bindungslinien umhüllen den zweiten Bestandtheil X, der Cayleyschen Curve. 
welcher ss’ und ss” tangirt, so dass beide Geraden Doppeltangenten der voll- 
ständigen Curve sind. 

Also wie sich der Kegel derjenigen Geraden auf Flächen des Netzes. die 
durch einen Punkt gehen, für die Punkte s in eine Ebene und einen Kegel zweiter 
Ordnung auflöst, so löst sich die Enveloppe derjenigen Geraden auf Flächen des 
Netzes, welche in einer Ebene liegen, für die Ebenen © in einen Punkt und 
einen Kegelschnitt auf. 

Die Geraden ss’, ss" enthalten die Berührungspunkte der die Ebene © 
doppelt berührenden (rundeurven und je eine, die auf ss’ berührt, hat mit einer. 
die auf ss” berührt, die Tangente gemein. Alle die Ebene © einfach berüh- 
renden Grundeurven haben ihre Berührungspunkte auf >, und ihre Tangenten 
kreuzen sich sämmtlich in s. 

Man kann also auch sagen: Sämmtliche durch die Punkte einer Geraden 
> gehenden Grundeurven berühren in ihnen dieselbe Ebene, welche durch den 
sugehörigen Punkt s geht, in dem sich auch alle in den Punkten berührenden 
Tangenten der Grundeurven treffen; doch ist dies ja auch eine einfache Folge 
der Eigenschaft, dass die Ebene © in > die Polarebenen von s in Bezug auf 
alle Flächen des Netzes triflt, also jede Fläche dort berührt, wo diese I trifft. 
mithin auch die durch denselben Punkt gehende und daher auf der Fläche 
liegende Grundeurve tangirt. 

48. Ein eigenthümlicher Fall des Flächennetzes zweiter Odnung ist der. 
wenn die sieben bestimmenden Grundpunkte auf einer cubischen Raumcurve R’ 
sich befinden, die bekanntlich durch sechs Punkte bestimmt wird, dann liegt auch 
der achte auf derselben, oder vielmehr jeder beliebige Punkt dieser Curve kann 
als achter angesehen werden, alle Flächen des Netzes gehen durch k', welche 
dann die Grundeurve desselben genannt werden kann. Sämmtliche Büschel- 
srundeurven des Netzes bestehen aus der unveränderlichen Curve AR’ und einer 
veränderlichen Geraden, welche das Secantensystem von R’ erzeugt. Also alle 
Grundeurven haben zwei Doppelpunkte. Die Curve AR’ ist auch die Kegel- 
spitzencurve; die Enveloppe aller Kegel des Netzes ist die abwickelbare Fläche 
vierter Ordnung und dritter Klasse D*, welche die Curve AR’ zur Cuspidalcurve 
hat, da je zwei auf einander folgende Kegel sich ausser in AR’ in einer Tangente 
derselben schneiden. Die conjugirte Polare eines Punktes r auf A? ist nothwendig 


die Tangente an diese Curve, also ersetzt die eben genannte abwickelbare Fläche 
auch die Fläche &°. Jeder Punkt r auf AR° ist Doppelpunkt für unzählig viele 
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Grundeurven, deren Geraden die Kanten des Kegels sind, welcher R’ von r 
projieirt. Also giebt es doppelt unendlich viele Ebenen ©, es sind die sämmt- 
lichen Ebenen. die durch alle Erzeugenden der Fläche D* gehen; von einer 
Fläche, die an Stelle von ©,, tritt, kann mithin keine Rede sein. 

Das Erzeugniss der eine Gerade @ treflenden Grundceurven, zugleich 
die Enveloppe der diese Gerade berührenden Flächen ist eine Geradenlläche 
vierten Grades, deren Generaltricen die Gerade @ einmal und die Curve KR 
zweimal trelfen und welche die Gerade @ als einfache, die Curve AR’ aber als 
zweifache Linie enthält. 

Die Berührungscurve T’ jeder Ebene & mit dem Netze ist in die drei 
Secanten von AR’ in € zerfallen, und sämmtliche berührenden Flächen bilden 
drei Büschel, also wird die Fläche T'” als Enveloppe der die Ebene C& berüh- 
renden Flächen des Netzes durch die drei Grundeurven dieser Büschel ersetzt, 
d.h. durch die dreifache Curve R° und die drei Secanten. Fassen wir aber T' 
als Erzeugniss der Grundeurven, welche mit & zwei zusammenfallende Punkte 
semein haben, so wird diese Fläche hier ersetzt durch die drei Kegel des Netzes. 
welche die Curve AR’ von ihren Schnittpunkten mit E projieiren und deren 
jeder durch je zwei der eben genannten Grundceurven gehen; denn auf diesen 
Kegeln liegen alle Grundeurven des Netzes, welche in & einen Doppelpunkt haben. 

49. Der conjugirte Pol // jedes Punktes P in Bezug auf das Netz 
lieet auf der von P ausgehenden Secante von R’, und // ist P in Bezug 
auf AR’ conjugirt. Wie im allgemeinen Falle, erzeugen auch hier die con- 
jugirten Pole der Punkte einer Geraden eine cubische Raumeurve N’. Der 
conjugirte Pol jedes beliebigen Punktes einer Tangente von AR’ ist deren Be- 
rührungspunkt, also allen Punkten von D* ist die Curve R° conjugirt. Mithin 
trifft jede N’ die Curve AR’ viermal. 

Die cubische Poleurve Z’ einer Ebene & in Bezug auf ein Büschel 
des Netzes trifft die Curve A’ zweimal, in den Spitzen der beiden Kegel des 
Büschels, also den Begegnungspunkten von AR’ mit der Geraden, welche die 
Grundeurve vervollständigt. 

Die cubische Polfläche einer Ebene & in Bezug auf das Netz, welche 
durch die conjugirten Pole aller Punkte der Ebene oder durch die Pole der 
Ebene in Bezug auf die einzelnen Flächen des Netzes erzeugt wird, enthält 
die Curve R’, da deren Punkte die Pole der Ebene & in Bezug auf die Kegel 
des Netzes oder die conjugirten Pole der Punkte der Curve vierter Ordnung sind, 
in der € die Tangentenfläche D* von AR’ durchschneidet. Auf dieser Polfläche 
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sind die drei Schnittpunkte A, B, C von € mit AR’ Knotenpunkte; es müssen 
also auf ihr (Fl. 3. Ord. Nr. 120) 12 Gerade liegen, 3 quaternäre, 6 binäre, 
3 unäre. Die 3 quaternären sind die 3 Secanten AB, AC, BC, entweder Ort 
der Pole der Flächen, welche & berühren, oder Ort der conjugirten Pole zu 
den Punkten dieser Geraden selbst. Die binären Geraden sind erstens die 3 
Tangenten a, b, c an R'in A, B, C, die Oerter der conjugirten Pole, also die 
conjugirten Polaren zu A, 5, C, und zweitens die Polaren der Ebene & in Bezug 
auf die 3 Kegel, welche ihre Spitzen in A, B, C haben. Endlich die unären 
Geraden sind 3 Gerade, welche die conjugirten Pole der Punkte der Schnitt- 
seraden @ 3 y der Ebene & mit den Schmiegungsebenen von R’ in A, B, € 
enthalten. (Man sehe hierüber Herrn Reyes Geometrie der Lage, Abth. II, 
S.88f.) Da im allgemeinen Falle 6 Kegelspitzen in € liegen, so sind in 
jeden der 3 Punkte A, B, C je zwei A, A}; B, B’; C, C’ zusammengefallen; dies 
zeigt schon die Binarität der obigen 6 Geraden; AB ersetzt die 4 Geraden 
AB, AB, AB’, A’B’ des allgemeinen Falles, daher die Quaternarität der drei 
Secanten. Die Geraden «@, 5, y sind die Geraden AA’, BB’, CC’, also unär. 
(Man sehe hinsichtlich dieser Betrachtung Fl. 3. Ord. Nr. 17 und 120.) Mit 
der abwickelbaren Fläche D* hat jede Polfläche die als Durchschnittscurve 
doppelt zu rechnende Rückkehreurve jener gemein, aber beide Flächen berühren 
sich noch längs dieser Curve, so dass dies schon einen Schnitt 2.3+3 = 9te 
Ordnung giebt. Der fernere Schnitt besteht in den 3 Tangenten a, b, c. Je 
zwei Polflächen berühren sich zwar auch längs R’; doch ist dieselbe auf jeder 
eine einfache Curve; es giebt diese Berührung also erst einen Schnitt sechster 
Ordnung. Der übrige Schnitt dritter Ordnung besteht in der cubischen Pol- 
curve der Schnittgeraden der beiden zugehörigen Ebenen. 

*) Diese cubische Polfläche findet sich auch in der nach Beendigung meiner 


Arbeit erschienen Abhandlung des Herrn Geiser, dieses Journal Bd. 69 S. 197 (Ab- 
schnitt XII), behandelt. 


Bromberg, den 235. October 1868. 
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Ueber ein die Transformation homogener Differential- 
ausdrücke zweıten Grades betreflfendes Theorem. 
(Von Herrn E. B. Christoffel.) 


Die Lehrsätze. welche ich im art. 10 meiner Abhandlung über die 
Transformation der homogenen Differentialausdrücke zweiten Grades (pag. 46 
dieses Bandes) bewiesen habe, selzen voraus, dass man die dorl eingeführte 
Formenreihe F, @,. @G-;. ... soweit fortgesetzt habe. bis sie 1) » absolute 
Invarianten und 2) ebensoviel zugehörige Formen liefert, von denen die ersiern 
in Bezug auf die ursprünglichen Variabeln. die letztern überhaupt voneinander 
unabhängig sind. Von diesen beiden Bedingungen ist. wie ich seitdem be- 
merkt habe, die erste für das Stattfinden der erwähnten Sätze nicht bloss 
nothwendig, sondern auch hinreichend, so dass die zugehörigen Formen stets 
in der geforderten Zahl vorhanden sind, wenn x voneinander unabhängige 
absolute Invarianten existiren. 

Der Beweis dieses Satzes stützt sich auf einen Umstand, welcher bei 
der Auflösung linearer Gleichungen eintreten kann und der folgenden An- 
wendung wegen einer Erörterung bedarf. Derselbe besteht darin, dass ein 
System von linearen Gleichungen, welches nicht zur völligen Bestimmung aller 
Unbekannten hinreicht, gleichwohl unter Umständen für gewisse Unbekannten 
Werthe liefern kann, welche von jeder Unbestimmtheit frei sind. 

Um die Bedingungen für diesen Fall darzustellen, sei A. ein System 
von p+m oder mehr linearen Gleichungen mit den Unbekannten %,, Yas ++: Ypım 
und den unabhängigen Gliedern 3,. &, .... Ich setze voraus, dass alle 
Determinanten dieses Systems, deren Ordnung > p ist, gleich Null. aber die 
Determinanten pter Ordnung nicht alle gleich Null sind. Insbesondere sei diejenige 
Determinante pt®" Ordnung von Null verschieden und = .7/, welche den Un- 
bekannten y,, Y:, -.. Y%, in den Gleichungen entspricht, deren unabhängige 
Glieder 2,. 3, -.. 2, sind (vergl. Baltzer, Theorie und Anwendung der 
Determinanten, zweite Auflage, $.8, 3 und $.4, 7). 

Werden nun diese p Gleichungen nach y,, %, ... y, aufgelöst, und 
die gefundenen Werthe in die übrigen Gleichungen eingesetzt, so fallen aus 
diesen (nach $.3, 16 des angef. Werkes) auch die übrigen Unbekannten 
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% 
Yısız Yoi2e >=: Ypım Weg, und man erhält demnach einerseits die Werthe, 
welche den Grössen 2, ,1+ 2,12, ... beigelegt werden müssen, wenn das System 


A. keinen Widerspruch enthalten soll, während andererseits das Resultat folgt. 
dass die Unbekannten y,, %Y3» --. 9%, Sich durch Yz41* Yp423 ++: Ypım AUS- 
drücken, diese letztern dagegen willkürlich bleiben. 

Damit nun. was dem obigen Falle entspricht. z. B. y, einen Werth 
erhalte, der von jeder Unbestimmiheit frei ist, ist erforderlich und hinreichend, 
dass die m Determinanten pt Ordnung = 0 sind, welche aus 4 hervorgehen, 
wenn man jeden Coelficienten von y, durch den derselben Gleichung ent- 
nommenen Coeffieienten einer der Unbekannten Yy4ı2 Yyı23 ++ - Ypım ersetzt, 
indem diese Ausdrücke bis aufs Zeichen die Coelflicienten sind. mit denen 
diese Unbekannten im Ausdrucke von S.y, mulliplieirt sind. 


1. 

Ich will nun im Anschlusse an die artt. 9. 10. meiner oben erwähnten 
\bhandlung vorausseizen, es liege ein System von Gleichungen beliebiger Form 
3.) As 
vor. in welchem zwei Gruppen von Unbekannten vorkommen, nämlich x.. 


et ar 


3 „ und eine Gruppe von unabhängigen Variabeln, 
nämlich &,. 2. ».. @,. Von diesem System werden folgende Eigenschaften 
vorausgeselzt: 
a) Das System (1.) liefere völlig bestimmte Werthe der Unbekannten 
x als Funclionen der Variabeln «. 
b) Ob es auch zur Bestimmung der Unbekannten x ausreiche, bleibt dahin- 
oestellt. 
ec) Dagegen soll, wenn man nach den unabhängigen Variabeln differentiir! 


und hierauf 


F n fi) 
A Or, ) OU 3 (i) iz - 
2. Ei ET a u‘, ’ ne vr . f uß LT, U, T ) 
OX OL . > B 
[#4 ( 


einselzt. ein Gleichungssystem 


3.) Y —= (0 


\ / 


lolgen, von welchem ich voraussetze, dass es durch die dem System 


I.) genügenden bestimmten Werthe der x und irgend ein gleich- 


zeitig genügendes System der a befriedigt wird. 
Dann ergeben sich folgende Schlüsse. Wegen a) liefern die Gleichungen 


o„ 


VA Ne ae 





OX 
[84 
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völlig bestimmte Werthe für die Derivirten von z&,. #5. ... xz,. während die 
Frage, ob die aus ihnen folgenden Werthe der Derivirten von #,. #5, ... eben- 


falls von jeder Unbestimmtheit frei sind, nach 5b) dahingestellt bleiben muss. 

Aus (1’.) eliminire man nun alle Derivirten miltelst der Gleichungen 
, ou‘, ' 
A — — ur Ba: -& y% (z,u,&)+(_,): 


OL u \@, OX us \a@nJ 
[#4 “& x 





dann muss man. weil die Gleichunsen {1’.) in den Derivirten linear sind. aus 


jeder von ihnen eine Gleichung von der Form U+93=0 erhalten. wo A 


a“ 


. ® ® 6 r or . 
dieselbe Bedeutung wie in (3.) hat. und U aus erhalten wird. wenn man 
| = 
i ö . u | 
. Or; UN iu. w ar: ‘1: 
allgemein —— durch (). — durch ( „) erselzt und diejenigen Glieder 
OL \@ OL «n ‘ 


[94 s 


weglässt. welche keine Derivirte enthalten. Da aber nach Voraussetzung 
tes B=0 ist, so liefert jede Gleichung (1’.) eine neue Gleichung 

(3. U 
welche sich von jener nur dadurch unterscheidet. dass alle unabhängigen 
1° .. . . . .. . r OI ou‘) 
Glieder unterdrückt sind, während die ursprünglichen Unbekannten |! 


OX OX, 


durch andere, nämlich #) * „) ersetzt sind. 

Diesem Gleichungssystem kann man daher genügen, indem man alle 
Unbekannten =Ö selzt. Da es aber für die Unbekannten (5) Werthe liefern 
muss, die keine Unbeslimmtheit enthalten, so kann ihm auch nur dadurch genügt 
werden, dass man alle (3) = 0 setzt. Wir haben daher den Satz: 

d) Wenn die obigen Voraussetzungen erfüllt sind. so sind auch die 
Unbekannten «‘’ des Gleichungssystems (1.). (3.) keiner Unbestimmt- 
heit fähig, sondern es folgt allgemein 

or, 


ee 
OLa 


2. 

Dies festgestellt, betrachte ich noch einmal die Systeme von Trans- 
formationsrelationen, welche aus den Gleichungen F=F', G,=@G,, &=G;,. 
hervorgehen. Nimmt man an, dass die zu den Gleichungen 

N) ' Yy Y y/ oe A 
Aare eh =, 
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gehörigen Transformationsrelationen völlig bestimmte Werthe der ursprüng- 
lichen Variabeln x als Functionen der neuen Variabeln x’ liefern, und dass 
diese, sowie irgend ein gleichzeitig genügendes System der a auch den in 
5) Gu= GG 
enthaltenen Transformationsrelalionen Genüge leisten, so folgt aus dem obigen 
Satze. dass allgemein 
or, 


6.) u es 
OLa 


also die Transformation von F in F’ möglich ist. 
Die Bedingungen hierfür ergeben sich wie folgt. Man betrachte die 
Gleichungen (4.) und (5.) als rein algebraische und bilde 1) ein vollständiges 


System voneinander unabhängiger absoluter Invarianuten /,, I, ... I, des 
Formensysiems 

(@.) F, G,. (;.. ae G, E) 
2) die absoluten Invarianten J;,,, F;.>. ... J,, welche zu jenen gefügt werden 


müssen. um ein vollständiges System voneinander unabhängiger absoluter In- 
varianien der um ein Glied weiler fortgeseizten Formenreihe 

b.) Fa, Gs ... & Gr 
zu erhalten. 

Dann ist für die Anwendbarkeit der obigen Schlüsse erforderlich und 
hinreichend, dass 1) unter den A Invarianten der ersten Gruppe sich deren n, 
etwa I. L.... 7, befinden, welche in Bezug auf die Variabeln &,, ©, ... z, 
voneinander unabhängig sind, und dass 2) die Werthe der ursprünglichen 
Variabeln als Functionen der neuen, welche sich aus den Gleichungen /,=1,, 
l,=h,....1,=I1, ergeben, auch den übrigen Gleichungen /,=I, der ersten 
Gruppe. soweit solche vorhanden sind, und allen Gleichungen /,;= I, der 
zweiten Gruppe Genüge leisten. Sind nämlich diese Bedingungen erfüllt, so 
enthalten die aus (4.) und (5.) hervorgehenden Transformationsrelationen auch 
in Bezug auf die Werthe der Unbekannten « keinen Widerspruch, und es folgt 
nun mit Nothwendigkeit die Gleichung (6.). Mit Rücksicht darauf, dass bei 
diesen Untersuchungen vorausgesetzt ist, dass die Determinante von F nicht 
identisch = 0 ist, haben wir also den folgenden Satz: 

Es seien F und F’ zwei vollständige quadratische Differentialformen 


/ 


mit den Variabeln &,, &5, ... x, und x, %, ... %,. Um zu unter- 


suchen, ob die eine in die andere transformirt werden könne, bilde man 
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die Formenreihe F, @,, @;,, ... für F und die entsprechende für F'. 
Wenn alsdann unter den absoluten Invarianten von 
(@.), PP, GG, Gn..: G,, 

als System von simultan zu transformirenden algebraischen Formen be- 
trachtet, sich deren n befinden, welche in Bezug auf die Variabeln x 
voneinander unabhängig sind, ohne dass dies der Fall ist, wenn man (Gi, 
aus der Formenreihe weglässt, so bestehen die nothwendigen und aus- 
reichenden Bedingungen für die Möglichkeit der Transformation des Dif- 
ferentialausdruckes F in F' darin, dass die als algebraische betrachteten 
Formen 

(b.) FF, Bi ne a 


p 
durch übereinstimmende lineare Substitulionen gleichzeitig in 
WI a a 
transformirt werden können, und diese Bedingungen werden daher durch 
die Gleichheit der entsprechenden absoluten Invarianten der Formenreihen 
(b.) und (b‘.) vollständig ausgedrückt. 

Wenn dagegen die algebraische Formenreihe (a.), wie weit sie auch 
fortgesetzt werden mag, niemals n absolute Invarianten liefert, welche in 
Bezug auf die Variabeln x voneinander unabhängig sind, so ist die Trans- 
formation von F in F’ selbst in den Fällen, wo sie möglich ist, doch 
keine bestimmte, 

weil in diesem Falle, wo die Invarianten allein zur Ermittelung der gesuchten 
Substitution nicht ausreichen, noch die Differentialgleichungen des Problems zu 
Hülfe genommen werden müssen, so dass die Substitution nothwendig verfüg- 
bare Elemente enthält, welche steliger Aenderungen fähig sind. 


Berlin, den 7. April 1869. 


» 








Zur Potential- Theorie. 


(Von Herrn Kronecker.) 


E; seien £ und # irgendwie begrenzte Theile des Raumes, welche 
sich auch ganz oder theilweise decken können, und die rechtwinkligen Coor- 
dinaten im ersteren mögen mil x, y,z, die im letzteren mit S, 7, & bezeichnet 
werden; ferner seien P und // die beiden durch die Gleichungen: 


» 


IE n.&) dO 








P) Ei ie 
I TC, Y, 2) = 


4 IF 


Ye@-9’+9y-mM’+@-9’ 
IT(&, 1,6) = fi 7 ee U 
Y\e@-9’+y-mM’+@- 8) 
definirten Potentiale und P,,. P,, P,. IT,, /T,, IT, die durch Differentiation 
daraus herzuleitenden Componenten der Altraclion. Alsdann folgt unmittelbar 
aus den Integral- Ausdrücken für P,, 7/7, die identische Gleichung: 


/Pı C—-40, y—b, 3—c). f(x r,Yy,2% )dt+ [IT (S-+ | ‚n+b,CS-+e). p S, n,6 G)d6 : =. 


wo h=1, 2,» zu selzen ist und a, b, ce beliebige reelle Grössen bedeuten. 


Bezeichnet man nun der Kürze halber diese beiden Integrale, deren Summe 
verschwindet, mit: 





F,(—a, —b,—c), ®Py,(a,b, e), 


so erhält man für A =1: 





F, (—a,0,0)—F,(0,0,0) _ ®,(a0,0)— ®(0,0,0) 
da a 








Wenn sich also der eine dieser beiden Quotienten, z. B. der auf der linken 
Seile, für a=0 einer bestimmten Grenze: F,,(0.0.0) nähert, so ist der be- 
zügliche Werth zugleich der Grenzwerth des andern, und man erhält demge- 
mäss die Relation: 


Fr (0, 0. 0) a. Pr (Ö, 0, 0) 


für k=1, 2, 3 und folglich: 


IM) FutFa+Fs = Put Bat P;,: 
Setzt man die partielle Differentialgleichung also auch implicite die 
Existenz der zweiten Ableitungen und deren nur in Flächen unterbrochene 
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Stetigkeit für eines der beiden Potentiale z. B. für P voraus, so kann man den 
Grenzwerih F,, bilden, indem man unter dem Integralzeichen für: 


\ 





. P > — GG, U, z) — g ya .%) 
lim. hE=%4 JPY 
a — (6 
; oP, : 
den Werth Ep setzt. Hiernach wird: 
ur 
Fıt+ Fa+ F;; jaP.f T,Yy,3)dt, 
oder also: 
FıtFfr+Ffa3 = — Auff %,Yy,23).P (x, y,3)di, 
und folglich auch wegen der Gleichung (11.): 
PuıtPr2+P, = —An /re, Yy,2).p(x,Yy,23).dt, 


wo die Integration über dasjenige Volumen erstreckt werden muss, welches 
den Räumen f und 9 gemeinsam ist. Da nun die obigen Eigenschaften der 
zweiten Ableitungen von P ohne Weiteres vorausgeselzt werden können. wenn 
die Dichtigkeit y den constanten Werth „.„Eins*‘ hat, so ist die Relation. welche 


sich für diesen Fall ergiebt, nämlich: 


IL) But 2,t+d,=— A / f(x, y, 2)dxdydz 


als eine unmiltelbare Consequenz der Definilion von $,. D,, P, anzusehen, und 

deren Gültigkeit ist also einzig und allein an diejenigen Vorausselzungen über 

die Dichligkeits-Function f geknüpft, welche für die Existenz der betrachteten 

Ausdrücke erforderlich sind. Der Inhalt der Relation (I11.) kann folgender- 

massen formulirt werden: 

„Der Raum £ sei mit Masse von beliebiger Dichtigkeit f und der 

Raum 9 mit Masse von der Dichligkeit ..Eins“* erfüllt; das Potential der 

beiden Massen sei $, und $,. 2,. P, seien die nach den rechtwinkligen 

Axen genommenen Gomponenten der Altraclion. Denkt man sich nun 

die Masse 9 in der Richtung der r-Axe unendlich wenig verschoben 

und bezeichnet das Verhällniss der dadurch bewirkten Aenderung von 

$, zu der Grösse der Verschiebung selbst durch &,, und die analogen 

auf die andern beiden Axen bezüslichen Ausdrücke durch &,,. P,,, so 

ist die Summe $,+Pa»+ PD, gleich der mit — 47 multiplieirten Masse 
desjenigen Theiles von f, welcher mit dem Raume 9 zusammenfällt.* 

Lässt man den Raum # unendlich klein werden und zwar so, dass der- 

selbe die unmittelbare Umgebung eines bestimmten Punktes (S£,7,{) bildet, so 

nähert sich das Integral auf der rechten Seite der Gleichung (111.),. dividirt 
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durch das betreffende Volumen, einem Werthe, welcher mit f($,n,&) überein- 
stimmen muss, damit die Potential- Gleichung: 

Geltung habe. Ferner ist, wie aus obigen Betrachtungen erhellt, leicht nach- 
zuweisen, dass die linke Seite der Gleichung (IIl.), dividirt durch das unend- 
lich kleine Volumen, sich bei derselben Annahme der Grenze JII(S,n,{) 
nähert. wenn nur die Existenz von zweiten Ableitungen des Integrals 77 
vorausgesetzt wird. Aber ich muss es dahingestellt sein lassen, ob der 
Nachweis dieser Existenz zu führen ist, ohne wie es gewöhnlich geschieht 
die Differentiirbarkeit der Dichtigkeits-Function oder andere Eigenschaften der- 
selben vorauszusetzen, die mit der Existenz des Potentials nicht nothwendig 
verbunden sind. Ich bemerke schliesslich, dass ich auf einem Wege, der 
von dem hier auseinandergesetzten nicht wesentlich verschieden ist, zu einer 
der Gleichung (Il.) entsprechenden Relation für allgemeinere Potential- Aus- 
drücke gelangt bin. Dieselbe findet sich am Schlusse eines Aufsatzes, welcher 
:m Monatsberichte der hiesigen Akademie vom März d. J. abgedruckt ist. 
Doch glaubte ich. dass eine kurze und einfache Herleitung jener Relation für 
die gewöhnlichen Massen-Potentiale bei dem allgemeineren Interesse. welches 
sich an diese knüpft, nicht ganz überflüssig erscheinen dürfte. 


Berlin, den 27. April 1869. 














Ueber dıe Klächen vierten Grades. welehe eine 
Doppeleurve zweiten (Grades haben. 
(Von Herrn C. F. Geiser ın Zürich.) 


Die in dem Aufsatze: „Ueber die Doppeltangenten einer ebenen Curve 
vierten Grades“ *) nachgewiesene Beziehung zwischen den Geraden der Fläche 
dritten Grades und den Doppeltangenten der Curve vierten Grades haben Herrn 
Camille Jordan zu algebraischen Untersuchungen veranlasst **), die. wie er dem 
Verfasser brieflich mittheilte, einen Zusammenhang erkennen lassen zwischen 
den Geraden einer allgemeinen Fläche dritten Grades und den Geraden einer 
Fläche vierten Grades, welche eine ebene Doppelpunktscurve zweiten Grades 
hat. In der That bestätigen die nachfolgenden geometrischen Betrachtungen die 
von Herrn Jordan ausgesprochene Vermuthung,. und zwar zeigen dieselben. dass 


man auf zwei verschiedenen Wegen die genannte Beziehung herstellen kann. 


I. 

Die Abhandlung des Herrn Olebsch: „Ueber die Flächen vierter Ordnung. 
welche eine Doppelcurve vierten Grades besitzen.“ ***) geht von der Abbildung 
der allgemeinsten Fläche der genannten Art auf eine Ebene aus, welche Ab- 
bildung durch folgende wesentliche Merkmale bestimmt ist: 

1. Es entspricht im Allgemeinen jedem Punkte der Fläche vierten 
Grades F, ein und nur ein Punkt der Ebene E und umgekehrt. 

2. Jedem Punkte des Doppelkegelschnitts C, auf F, entspricht in E 
ein Punktenpaar. 

3. In E liegen fünf ausgezeichnete. der Lage nach von einander un- 
abhängige Punkte s,, 5, ... s;, deren jedem auf F, eine Gerade entspricht. 

*) Mathematische Annalen Bd. 1, pag. 128 etc. 

*#*) Die erwähnten Untersuchungen sind unterdessen in den „Uomptes rendus“ vom 
15. März 1869 bekannt gemacht worden. 
*##) Dieses Journal Bd. 69, pag. 142 etc. 

Journal für Mathematik Bd. LXX. Heit 3. 32 
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I. Eine Curve €, in E, welche a,mal durch s,. «mal durch s,..., 
a, mal durch s; geht. entspricht einer auf F, gelegenen Raumeurve Üy vom Grade 
N 3n—(a+@-+::-+a,), welche die s, entsprechende Gerade a, mal, die s, 
entsprechende Gerade @,mal..., die s, entsprechende Gerade a,mal trifft. — 

In einer andern Abhandlung: „Die Geometrie auf den Flächen dritter 
Ordnung“ *) hat aber Herr Ülebsch eine analoge Abbildung der allgemeinen 
Fläche dritten Grades auf eine Ebene gegeben. welche in nachstehender Weise 
definirt wird: 

I. Im Allgemeinen entspricht jedem Punkte der Fläche dritten Grades 
F, ein und nur ein Punkt auf der Ebene E und umgekehrt. 

2. In E liegen sechs ausgezeichnete. ihrer Lage nach von einander 
unabhängige Punkte o,, 0. ... 0,, deren jedem auf F, eine Gerade entspricht. 

3. Einer in E gelegenen Curve Ü,, welche «,mal durch o,. «,mal 
durch ©, ..., „mal durch o, geht, entspricht auf F, eine Raumeurve (', vom 
Grade N = 3n — (0, ++ ,-+0,),. Welche «,mal die o, auf F, entsprechende 
Gerade, «,mal die 0, entsprechende ... und «,mal die o, entsprechende 
(ierade schneidet. 

Man erkennt sofort, wie jetzt mit Hülfe der Ebene E die Fläche vierten 
Grades F,. welche eine ebene Doppelpunktscurve zweiten Grades hat, zu einer 
allgemeinen Fläche dritten Grades F, in Beziehung zu setzen ist. Man kann 
nämlich solche Punkte auf F, und F, als entsprechende betrachten, welche 
zu einem und demselben Punkte von E gehören; wenn man zudem F, derart 


wählt. dass o, mit s,.. © mit $5..... 0, mit s, zusammenfällt, was immer ein- 


zurichten ist, so ist die Beziehung zwischen F, und F, am einfachsten her- 
sestelll. Wie man zu jeder beliebigen Figur auf der Fläche dritten Grades 
die entsprechende auf der Fläche vierten Grades finden kann, indem man die 
Ebene als Mittelglied benutzt, soll nicht weiter ausgeführt. sondern nur bei- 


spielsweise an den Geraden der beiden Oberflächen nachgewiesen werden. 


ll. 
Die 16 Geraden der F, entstehen: 


I. aus den Punkten s, ... $- 


„ welche fünf Gerade g, ... 9, erzeugen 
mögen; 


. 


‚ Dieses Journal Bd. 65, pag. 359 ete. 
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ud % 


2. aus den 10 Verbindungsgeraden der Punkte s zu zweien: der Ver- 
bindungsgeraden s, s, entspreche auf F, die Gerade / 


m n “ 


nn 


3. aus dem Kevelschnitte durch die Punkte s. dessen entsprechende 


(rerade (@, sei. 
Die 27 Geraden der F, ereeben sich: 
1. aus den Punkten o,...0,. welche auf F, die Geraden Yı-:.% er» 
zeugen mögen: 
2. aus den 15 Verbinduneseeraden der Punkte 5 zu zweien: der Ver- 


bindungsperaden 9,0, 


[2 


entspreche auf F, die Gerade 4,,: 

3. aus den sechs Kegelschnitten durch je fünf der Punkte o, deren ent- 
sprechende Geraden /',... /, seien und zwar so. dass 7", demjenigen 
der sechs Kegelschnitte entspricht. der nicht durch o, geht. 

Es entsprechen sich also in der Doppelreihe 

49192959495: !, ) bis ba li; l;; AR / 5 by Izs bus; (1, 

7172737475: hazkızhrshıshazhaghashzghzher I 
je zwei übereinanderstehende Gerade, von denen die obere der F,. die untere 
der F, angehört. Zu jeder Geraden auf F, gehört eine und nur eine Gerade 
der F,. während es 10 Gerade auf F, giebt. denen auf F, nicht eine Gerade 
sondern ein Kegelschnitt zugehört. Es sind dies A,aAsAzskas As: Di. Ih. FT. 
/;,,. /;: was schliesslich die noch übrig bleibende Gerade y, auf F, anbetriflt. 
so entspricht ihr auf F, ein einziger Punkt. 

Die eindeutige punktweise Beziehung zwischen zwei Geraden / und 4 
von gleichen Indices, so wie zwischen @, und /, versteht sich von selbst. 
während man zu einer eben so beschaffenen Beziehung zwischen einer (reraden 
qg und der Geraden 7 von demselben Index gelangt, wenn man sich erinnert. 
dass die Punkte von g, den in E gelegenen unendlich benachbarten Punkten 
von s 


> 
4 


in E derart zugeordnet sind, dass jedem Punkte p oder rn auf g, resp. y, ein 


und die Punkte auf 7, den unendlich benachbarten Punkten von ©, 


auf einem ganz eindeutig durch s, resp. 0, gezogenen Strahl gelegener, dem 


b 


4 


oder o, unendlich benachbarter Punkt p’ oder 7’ entspricht. 

Das Resultat dieser Betrachtung ist, dass man die 16 Geraden einer 
Fläche vierten Grades F, mit einer ebenen Doppelpunktscurve zweiten Grades 
in eindeulige punktweise Beziehung zu 16 Geraden einer allgemeinen Ober- 
fläche dritten Grades F‘, setzen kann, insofern man diese letztern 16 Geraden 


so auswählt, dass sie übrig bleiben, wenn man von den 27 Geraden eine, 7,- 
3” 
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und diejenigen, welche y, treffen. also Ag. Ay Aziz Ay An I I. 1, 1, 15 
ausscheidet *). 

Man weiss. dass diese 11 Geraden auf F, fünf ebene Dreiseite bilden. 
nämlich yaAslı» Yokalr» YokssI3. Yokolı» Yohsl;. Die andern 16 Geraden 
zeiven die nämliche Anordnung wie die Geraden der F,, insofern man nur 
das Schneiden oder Nichtschneiden der Geraden einer solchen Gruppe von 
I6 Geraden berücksichtigt. Damit ist nachgewiesen. wie man von den Eigen- 
schaften der Geraden auf F, zu denjenigen der Geraden auf F, übergehen 
kann: in der That ergeben sich von hier aus fast unmittelbar die von Herrn 
(lebsch abgeleiteten Resultate über die Beziehungen der auf F, gelegenen 
(reraden. 

Es mag noch bemerkt werden. dass der Doppelpunktsceurve C, der F, 


Y 


auf F, eine Raumeurve vierten Grades €, entspricht. Es bildet sich nämlich. 


> 


Y 


wie Herr COlebsch in der eitirten Abhandlung über F, nachgewiesen hat, €, 
in E als eine Curve dritten Grades (©, ab. welche durch die Punkte s,. 5. ... s- 
einfach geht, und dieser Curve C, entspricht hinwiederum in Folge der be- 
kannten gegenseitigen Beziehungen zwischen E und F, auf der letztern Fläche 
eine Raumeurve vierten Grades C©,. welche der Durchschnitt zweier Flächen 
„weiten Grades ist. Da zu jedem Punkte auf ©, zwei Punkte der Ü, in E 
oehören. so werden auch jedem Punkte der €, auf der in F, gelegenen (, 


C 


„wei verschiedene Punkte zugeordnet sein. 


II. 


Die in I. und Il. enthaltenen Resultate können abgeleitet werden, ohne 
dass man die Ebene als Mittelglied zwischen F, und F, einfügt. Es geschieht 
dies unter Anwendung einer geometrischen Verwandtschaft zweiten Grades **). 
welche eine Verallgemeinerung des Prineips der reciproken Radien ist, und 
deren Grundgedanke wesentlich in Nachfolgendem besteht: 

In Bezug auf eine feste Fläche zweiten Grades F, und einen festen 
Punkt P kann jedem beliebigen Punkt p im Raume ein anderer p’ in der 
Weise zugeordnet werden. dass man die Durchschnittspunkte s, und s, der 


*) Dass in der "That die I1 ausgeschiedenen Geradei in der genannten geo- 
metrischen Beziehung zueinander stehen, folgt unmittelbar aus den Grundprineipien 
der Abbildung einer Fläche dritten Grades auf eine Ebene. 

m 


| Man vergl.: „Ueber eine geometrische Verwandtschaft des zweiten (srades“ 
Mittheil. der Berner naturforsch. Gesellsch. 1865. 
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Geraden pP mit F, bestimmt und zu ps,s; den vierten harmonischen p zu- 
geordneten Punkt p’ construirt. Die Beziehung zwischen den Punkten p und 
p' ist im Allgemeinen eindeulig und reciprok, d.h. zu jedem Punkte p gehört 
im Allgemeinen stets ein und nur ein Punkt p’, und zu diesem gehört umge- 
kehrt der Punkt p. Eine Ausnahme bilden die Punkte des Kegelschnittes C,. 
in welchem F, von der Polarebene E des Punktes P in Bezug auf F, ge- 
schnitten wird: einem beliebigen dieser Punkte entsprechen die sämmtlichen 
Punkte der Geraden. welche ihn mit P verbindet. Ferner bildet der Punkt 
P eine Ausnahme; zu ihm gehören als zugeordnete Punkte die sämmtlichen 
Punkte der Ebene E. 

Die gemachten Bemerkungen werden noch durch die beiden Sätze ver- 
vollständigt: 

I. Bewegt sich p auf einer Geraden g, welche den Punkt p nich! 
enthält. so beschreibt p’ einen Kegelschnitt e,. welcher in der durch p und 
y gelegten Ebene enthalten ist, durch den Punkt P geht und mit C, zwei 
Punkte gemein hat. 

2. Durchläuft p eine Ebene e, so erzeugt p’ eine Fläche zweiten 
Grades f,. welche den Kegelschnitt C, und den Punkt P enthält; auf dieser 
Fläche sind auch die beiden Geraden gelegen, welche P mit den Schnittpunkten 
von e mit Ü©, verbinden. — 

Nach dem entwickelten Transformationsprineip kann man nun zu jeder 
vom Punkte p beschriebenen Figur im Raume die entsprechende, durch den 
jedesmaligen zugeordneten Punkt p’ erzeugte Figur bestimmen. 

Einer allgemeinen Curve n»!e" Grades Ü,, welche weder €, schneidet. 
noch den Punkt P enthält, entspricht eine Raumcurve 2nten Grades Ü,,, welche 
»mal durch P geht und ©, in 2r Punkten schneidet. Wenn aber die irre- 
ductible ©, den Kegelschnitt C, in « Punkten schneidet und ferner bmal durch 
P geht, so entspricht ihr 1) die Ebene E und zwar bmal gelegt, 2) ein System 
von a Kanten des Kegels zweiten Grades Ä,. welcher durch P als Mittel- 
punkt und ©; als Leitlinie bestimmt ist, 3) eine irreductible Raumeurve Ü,,_...:) 
vom Grade 2» — (a+b). welche C, in 2r—(a+2b) Punkten schneidet und 
(na—a)mal durch P geht. 

Zu einer Fläche „!e" Grades F,. welche den Kegelschnitt €, nich! 
seiner ganzen Ausdehnung nach enthält und welche auch nicht durch P geht. 
gehört eine Fläche 2nten Grades F,,. welche P zum »fachen Punkt und €; 
zur »fachen Curve hat. Wenn aber die irreductible F, den Punkt P zum 
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afachen Punkt und ©, zur bfachen Curve hat, so entspricht ihr 1) die Ebene 
E, die afach gelegt ist. 2) der bmal zu zählende Kegel K, und 3) eine 
irreductible Fläche F;,_..;.,, vom Grade 2»—(a+2b). die P zum (n—2b)fachen 
Punkt und ©, zur |” —(a-+ b)}fachen Curve hat. 


IV. 

Sei F, die allgemeinste Fläche vierten Grades mit einer in der Ebene 
E gelegenen Doppelpunktseurve C, (die also als nicht in ein Geradenpaar zer- 
fallend angenommen wird), ferner sei P ein fester, nicht auf ©, befindlicher. 
sonst aber ganz willkürlicher, der F, angehöriger Punkt, dann kann man einen 
Kegel zweiten Grades A, mit dem Mittelpunkte P und der Leitlinie ©, con- 
struiren, welcher mil der doppelt gelegten Ebene E ein Flächenbüschel zweiten 
Grades bestimmt. Eine beliebige Fläche F, dieses Büschels (die beiden ge- 
nannten speziellen Flächen seien ausgeschlossen) kann mit P zusammen- 
senommen der beschriebenen Transformation zur Grundlage dienen. Der 
Fläche F, entsprechen dann: 1) die Ebene E einfach gelegt, 2) der doppelt 
selegte Kegel Ü, und 3) eine Fläche dritten Grades F,, die P nicht enthält. 
welcher aber €, einfach gezählt angehört. Einer beliebigen Fläche dritten 
Grades F,. welche €, enthält und auf welcher P nicht liegt, entspricht nach 
demselben Transformationsprinzipe: 1) der Kegel K, einfach gelegt, 2) eine 
Fläche vierten Grades F,. welche ©, zur Doppelpunktsceurve hat. Damit sind 
also die Flächen F, und F3 in Beziehung gesetzt; zu einem beliebigen Punkte 
p auf #, gehört ein, aber nur ein Punkt p’ auf F, und umgekehrt, zu jedem 
Punkte p’ auf F, gehört ein, aber auch nur ein Punkt p auf F,. Dieser Satz 
erleidet foleende Ausnahmen: 

I. Dem auf F, gelegenen Punkte ? entsprechen nach Früherem sämmt- 
liche Punkte der Ebene E, also neben andern auch diejenigen Punkte, welche 
F, und E gemein haben: dieselben erfüllen C, und eine Gerade, die mit y, 
bezeichnet werden mag. Diese beiden Gebilde zusammengenommen können 
in engerm Sinne als dem Punkte P zugehörig betrachtet werden. 


2. Einem F, angehörigen Punkte » auf C, (der ein Doppelpunkt der 
genannten Fläche ist) entsprechen die sämmtlichen Punkte der doppelt gelegten 
Kante des Kegels K,. welche durch p geht, also namentlich auch die drei 
(doppelt zu zählenden) Punkte, die der Kante und der Fläche F; gemein sind. 


und von denen einer p ist: diese können im engern Sinne als p zugehörig 
aufgefasst werden. 
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3. Einem Punkte p’ der F,, welcher auf ©, gelegen ist, entsprechen 
die sämmtlichen Punkte der durch p’ gehenden Kante von K, und namentlich 
auch die vier Punkte, in welchen diese Kante und F, sich begegnen (zwei 
derselben sind mit p’ vereinigt). 

Durch diese Bemerkuneen ist nun eine bis auf die charakterisirten Aus- 
nahmen eindeutige und reziproke Abbildung der F, auf F, gegeben, welche 
mit der in I. enthaltenen bis auf eine ganz unwesentliche Modilication. die €, 
anbetrifft, übereinstimmt. Die 16 Geraden der F, ergeben sich z. B. wie dort, 


wenn man annimmt, es werde die auf F, gelegene Gerade y, von den eben- 


Yo 
falls auf F, gelegenen Geraden 
YıyaY3Y4 755 AızAızhız dis dag hagdagdydzshısı Se 
nicht geschnitten. Jede derselben trifft dann nothwendiger Weise C, in einem 
Punkte, und demzufolge ist ihr Bild auf F, eine Gerade; die 16 so erzeugten 
Geraden mögen in derselben Reihenfolge wie ihre entsprechenden auf F, mil 
HNRI39495: bebslalsbslabsbihsls; @% 

bezeichnet werden. Das angewandte Transformationsprinzip zeigt unmiltelbar. 
dass in Bezug auf Schneiden oder Nichtschneiden die Gruppe der 16 Geraden 
auf F, dieselbe Anordnung zeigt, wie die oben verzeichnete, aus den 27 
Geraden der F; hergestellte Gruppe von 16 Geraden, wie übrigens schon 
in II. nachgewiesen ist. 

Ueberhaupt stimmen die beiden gegebenen Abbildungen der Fläche 
vierten Grades mit einem Doppelkegelschnitt auf eine Fläche dritten Grades 
überein, immerhin mit dem Unterschiede, dass die zweite derselben eine 
directere ist, indem durch sie F, und F, in Bezug auf P geradezu perspeclivisch 
aufeinander bezogen sind. Diese zweite wird darum vorzugsweise geeignet 
sein, die Eigenschaften der F, aus denen der F, abzuleiten. Von besonderm 
Nutzen ist dies, wenn man bei Behandlung der F, auf die Unterscheidung 
von reellen und imaginären Elementen und auf die Specialfälle eingehen will: 
die bekannten Preisschriften der Herren Cremona und Sturm bieten hinreichendes 
Material zu derartigen Uebertragungen. Weniger geeignet hingegen erscheint 
die Methode, wenn es sich um Erledigung der Fragen handelt, welche sich 
an die Existenz der von Herrn Kummer *) nachgewiesenen fünf doppelt be- 
rührenden Kegel zweiten Grades der untersuchten Flächen knüpfen, Fragen. 


*) „Ueber die Flächen vierter Ordnung, auf welchen Schaaren von Kegelschnitten 
gelegen sind“. Dieses Journal Bd. 63, pag. 66 ete. 
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auf welche übrigens Herr Clebsch in der früher zitirten Abhandlung in vollem 


Umfange eingegangen ist. 


V. 

Unter den im Vorigen betrachteten Flächen vierten Grades sind be- 
sonders diejenigen von Interesse, deren Doppeleurve der unendlich entfernte 
imaginäre Kreis %k, des Raumes ist. weil dieselben unter Umständen ein so- 
senanntes tripelorthogonales Flächensystem bilden können *). 

Sei F, eine solche Fläche, P ein auf ihr gelegener Punkt, so wird 
vermittelst des Princips der reeiproken Radien F, in eine Fläche dritten Grades 
F, verwandelt, wenn P als Transformationscentrum gewählt wird, und zwar 
enthält diese F, den Kreis k, seiner ganzen Ausdehnung nach. Will man 
also alle die genannten F, untersuchen. so ist bloss nöthig fesizusetzen. welche 
Eigenschaften die Fläche dritten Grades dadurch erlangt, dass sie den unend- 
lich entfernten imaginären Kreis des Raumes enthält. 

Wenn 4, auf einer reellen Fläche F, liegen soll, so wird aus der- 
selben durch die unendlich entfernte Ebene des Raumes ausser k, noch eine 
reelle Gerade g, ausgeschnitten. Jede durch g, gelegte Ebene schneidet F, 
noch in einem Kegelschnitte: von den sämmtlichen derart zu erzeugenden 
Kegelschnitten wird ausser k, keiner ein Kreis sein. wenn nicht die Schnitt- 
punkte von g, und Ak, Doppelpunkte der Fläche sind, was ausgeschlossen 
sein mag. Von den Geraden der F, schneiden 10 die Gerade y,, während 
die 16 andern %k, schneiden. Von der letztern kann keine reell sein: man 
schliesst daraus leicht, dass die vorliegende F, entweder 3 oder 7 reelle Ge- 
raden hat, von denen eine g, ist. Es liegen also auf der Fläche entweder 
2 oder 6 Schaaren von Kreisen. die sich in reellen Ebenen befinden und. 
wie man zeigen kann, reell sind. 

Daraus folgen für die allgemeinsten Flächen vierten Grades, welche 
den imaginären unendlich entfernten Kreis des Raumes zur Doppelpunktsceurve 
haben, in Bezug auf die Realität der in ihnen gelegenen Kreise die nach- 
stehenden Eigenschaften: 

Es giebt zwei verschiedene Arten von diesen Flächen. Auf einer Fläche 
der ersten Art liegen zwei Grundkreise, die sich in zwei Punkten schneiden. 


*) Man vergl. die Noten der Herren Darboux und Moutard: ‚„Comptes rendus“: 
Vol. 59, pag. 241 etc. 
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und von denen jeder die Eigenschaft hat, dass eine durch ihn gelegte Kugel 
aus F, noch einen Kreis ausschneidet. Es entstehen so zwei Schaaren von 
Kreisen; durch jeden Punkt auf F, geht ein Kreis aus jeder Schaar, und die 
beiden auf diese Weise bestimmten Kreise haben noch einen der beiden Punkte 
gemein. in welchen die Grundkreise sich treffen. Jede Kusel. welche einen 
Kreis der ersten Schaar enthält. schneidet aus F\, noch einen Kreis der zweiten 
Schaar aus, so dass die beiden Grundkreise selbst Glieder der senannten 
Kreisschaaren sind. 

Auf einer Fläche der zweiten Art lieeen sechs reelle Kreisschaaren. 
von denen je zwei conjugirt sind. Je zwei der conjugirten Kreisschaaren 
stehen zueinander in demselben Verhältniss. wie die beiden auf einer Fläche 
der ersten Art gelegenen Kreisschaaren. 

Auf weitere Einzelheiten soll hier nicht eineerangen werden. nur sei 
zum Schlusse bemerkt, dass eine Fläche drilten Grades nicht notlhwendig den 
Kreis %, enthalten muss, damit auf ihr eine Schaar reeller Kreise liege 
Die Discussion dieses Falles, so wie überhaupt die Beantwortung der Frage 
nach allen Gestalten der Flächen dritten Grades. auf welchen eine endliche 
oder unendliche Anzahl von Kreisen enthalten ist, liegt ‘nicht innerhalb der 
Grenzen dieses Aufsatzes, dessen Grundgedanke in der Bestäligung der von 
Herrn Jordan ausgesprochenen Vermuthung liegt. 


Zürich, den 5. März 1869. 
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Beiträge zur Theorie der durch die Heinesche Reihe: 


a _ ee __ gya+l _ ab _nbHl 
| | a 1- Eu 1 q 1 q 1 7 \ | 1_ ' Pr 
1—gq 1— g‘ 1—gq I—yq 1— ga‘ 1—g% 


darstellbaren Füunctionen. 
(Von Herrn J. Thomae in Halle.) 





E; soll hier die von Herrn Heine in die Analysis eingeführte Reihe: 


x - q’ gem get l 1 u - re Br gq’ ” FR gq’ Hi 1_ get BE 


"n 


| u; mE u u eu Eu Air ne 5. Zr = Zn c+Hl 72) en 
1—yq 1—q 1—q 1—gq 1—gq 1— g“ 








welche derselbe Bd. 34, pag. 285 dieses Journals ausführlich abgehandelt 
hat. von einem ähnlichen Gesichtspunkte aus betrachtet werden, wie es Rie- 
mann mit der nahe verwandten Gawssischen Reihe F(a,b,c, x) gethan hat. 
Bei dieser Behandlung ergiebt sich die von Herrn Heine in der angeführten 
Abhandlung (pag. 325) gefundene Transformation als eine unmittelbare Folge 
der Definition, und gelingt es (Art. 4). den noch fehlenden Zusammenhang 
zwischen je drei beliebigen Integralen der Differenzengleichung, welcher die 
Reihe genügt, aufzufinden. und sowohl hierdurch, als auch durch directe Dar- 
stellung (Art. 5. Gl. 22). in jedem Falle die Fortsetzung einer Heineschen 
Reihe als Function ihres fünften Elementes über ihr Convergenzgebiet hinaus 
anzugeben, was in speciellen Fällen direct, oder, wenn man die Relationen 
Art.6) zwischen conliguen Functionen anwendet. auch allgemein durch die 
Gleichung (78.) der Abhandlung des Herrn Heine geleistet werden kann. Die 
Formen. unter welchen sich die Heinesche Reihe darstellen lässt. konnten hier 
vermehrt werden (Art. 5, Gl. 22,23.). Die von Herrn Heine eingeführte Be- 
zeichnung ist hier und da abgeändert worden, damit die Analogie mit der 
(Gaussischen Reihe, namentlich mit deren Behandlung durch Riemann (im Tten 
Bande der Abhandlungen der Königl. Gesellschaft der Wissenschaften zu Göt- 





Iingen), welche hier stärker hervortreten soll, auch äusserlich werde. 

Die angefügte Kettenbruchentwicklung stimmt zwar in ihren Resultaten 
mit den von Herrn Heine erhaltenen *) überein, durfte aber der Vollständigkeit 
halber nicht fehlen, und ist eine directe Uebertragung der schönen Methode 


*) Bd. 57, pag. 231 dieses Journals. 
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Riemanns für die Gaussische Reihe. welche die Convergenzbedingungen mit 
angiebt. auf den vorliegenden Fall. Als Einleitung schicke ich einige elementare 
Sätze der Differenzenrechnung voraus, und erinnere an einige zum Theil schon 
früher, namentlich von Jacobi im 32sten Bande des Journals behandelte Grund- 
eebilde. 

Bezeichnet man mit S/yp(x) die Differenz y(ge)—y(x). so wird die 
Differenzengleichung AIp(x) =0 unendlich viele Integrale (Lösungen) "haben. 
selbst wenn wir verlangen, was hier stets gethan wird. dass die Genüge leistende 
Function nur in einzelnen Punkten unstelig sei. und dass ihr Differentialquotien! 
nach der complexen Variabeln x überall von den speciellen Werthen des 
Differentials de unabhängig sei. Eine solche Function allein soll hier eine 
Function der complexen Variabeln x genannt werden, und wenn sie ausserdem 
der Differenzengleichung Sy (xz)=0 Genüge leistet. eine %-Funclion (k, kix 
heissen. Eine 4-Function verliert offenbar ihren Charakter in Bezug auf 
die Grösse g, der Dilferenzengleichung /p (x) =-UÖ zu genügen, nicht, wenn in 
; 1 i ww N 2nlea \ 
ihr — stalt q gesetzt wird. Beispiele derselben sind. x '"?, sin ( we ), ete.. 
namentlich aber Quotienten von #-Functionen mit dem Modul 41gq und dem 
Argument }lex. Es gilt für diese k-Functionen der wichtige Satz: 

A. „‚Eine einändrige k-Function, welche in einem Ringgebiete zwischen 
zwei im Punkte 2e=V concentrischen Kreisen und auf einem derselben endlich ist. 
ist constant, wenn die positiv genommene Differenz der Logarithmen der beiden 
Radien mindestens eben so gross ist als der absolut genommene reelle Theil von gg. 

Sie spielen in der Dilferenzenrechnung eine Rolle, der der willkürlichen 
Constanten zu vergleichen in der Differentialrechnung, z. B. in dem Satze: 

B. ,.Die Differenzengleichung Ay (x) =f(x) besitzt, abgesehen von einer 
willkürlichen k-Function, die additiv hinzutreten kann, nur ein Integral (Lösung). 


. „ige A 
Dies Integral soll hier mit a bezeichnet werden. 
4 
Ferner in dem Satze: 
C. „Zwischen je n+1 Integralen einer linearen homogenen Differenzen- 
gleichung n"' Ordnung besteht stets eine lineare homogene Relation mit k- 


Functionen als Coefficienten.“ 
Eine einfache Differenzengleichung führt auf diejenige Erweiterung der 


Potenz. welche von Jacobi in diesem Journal Bd. 32 behandelt ist, nämlich: 


zs("—1) AND und. 3 
2)=-— 3— X :p(xz), oder y(ge)= un 


33 * 








1) 49 -p(E), 


"le 
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woraus durch Wiederholung fliesst: 


Bi s— qq’ 3—q’tr'x 2 — gqetr-!g IK 
1 l | f \q = en er - _ ... ae 2 Bd Yf TC). 

3 —ıT o — qw 3 — "x 
v(eg”x) 
Setzen wir lim — 1 


-— =1, so ist dadurch (x) bestimmt, und 
» (2 — 4") I 


a 


genügt sowohl für Norm (g) <1. als auch für Norm (q) >1 der Differenzen- 
gleichung (1.). Für 3=0 geht die Function in (— x)“, für e=0 in 3“, für 
q=1 in (3— x)“ über. Dividirt man die Funclion durch 3°, so erhält man 


. e . LT . . . . .. 7 
eine Function von —, und es ist daher hinreichend allgemein, für z den Werth 


- 


I zu setzen. was der Einfachheit wegen geschehen soll. Dann werde die 
Bezeichnung eingeführt: 
gar ig REEL, Dr. 1—rg 1 — 2g"! 
p(0,q,x2) = Po l—-g'z ar Ey wer a erlag 
und es mag gestaltet sein, das zweite Element g, wo es ohne Zweideuligkeit 
möglich ist, fortzulassen. 
Um diesen Grenzwerth für Norm (g)>1 zu berechnen, kann man den- 


selben in die Formen: 














— ET u __ untl 
p\a,g,2) = lim (—1 ih. FOREN u a — (2—q")° 
n—% an wer" LE — q um 72 ii ar +1 \ J 
Tr en DE nu; 3 IRRE xq gi. l 
Nn—%X 1 — Tr N EN Ban ee 
Lg z ar ! vg“ n— 


setzen, aus welchen sofort folet: 
2. 2 Re 4,2) = ie 
Ber x Prern wi. 

Kür p(e,g,gq) ist von Herrn Heine (Abh. pag. 309) die Bezeichnung 
$2(@) eingeführt. Wir wollen jedoch. um an die Gaussische /7-Function zu 
erinnern, 

p\0,g9,g9) = (1-g)°.II(a,g) 


setzen, weil ///a,q) für g=1 in /T(e) übergeht. Dann folgt aus (2.) 


IT(o,g) = I(e,—), 
9 q q 
so dass jede /7-Function, in der Norm (g) > 1 ist, sofort durch eine ersetzt 


werden kann, in welcher die Norm des zweilen Elementes <1 ist. Bemerkens- 
werth ist die Gleichung: 











J. Thomae, über die Heinesche Reihe F(a,b,c,g, x). 261 


die für den Fall Norm (g)<1 gilt. Unter derselben Voraussetzung findet man 
leicht die Gleichung: 


(3.) p(a,q,x2).p(P,q, 29°) = pla+P, Q,%). 
und daraus 





1 
(0,9,2) = - an | 
P\0,q, T, pP (— 0, q, 2°) 
und wenn man in (3.), nach Hebung des Factors I—r, x der Eins gleichsetzt: 
IT(e+P—I,g) , | 
(3«\ / '3.q.q") mL IP. ERRREIPG... . 1—ı # 
9.) P\P9:49 I «@—1,9q) I 


Die Differenzengleichung (1.) kann auch noch integrirt werden durch 
die Function: 


ee a, as 
rin £ Zei er Kehle £ = ii 
lim ya 72)“ j _— u ne Sy Eu ”— ke LS = 2. [ ! 1 j q" \ 
m. Er a, ur aa: u den 77, 
he u ce en ı 
% c 1 3 An l % 2 1 


Wir beschränken uns auch hier auf den Fall z I. und finden. dass 
diese Function, welche in diesem Falle mit (a, q,x) oder n(«, x) bezeichnet 


werden mag, den Gleichungen 


/ 1 u. 
IT Ü, VB En —— "p \ A, 7, z zur y ) für Norm q ı < | 2 
4.) ng yo) ] 
6% a \ nn : ’ \ : R r S Er 
Aperture) BLAUE EZ Eee p(e, I zT) für Norm (q l 


(renüge leiste. Durch Umkehrung folgen hieraus die Gleichungen: 


j u ) F / 1 Pr T 
en Fo 2) = nl BE - Norm (aA\<1. 
\ 7) Pla, = (0, 1, ) für Norm (q 1 
\ 4 : 
0.4.2) = (-e)\n (eo, d.— ) für Norm ) 5. 
| P\ > 1: \ 1: ze q, 
Auch combinirt man noch leicht die Gleichuneen: 
f l @& 1 \ y T \ P 
\p(%,g,x) = a\e,—,xg° ) für Norm (g) <1, 
F \ J 4 R P 
(9.) \ N 
| ’ 
/ D/-.0 a—1 a(a—1) fa T 
D\O, 25 — TI Od, re a 7 N 2 . Ir i ’ N \ j F . 
Ip Q,%) Via: q )-q für Norm (g) >1 


Da nun p(e,x), n(o,x) Lösungen einer und derselben Differenzen- 
gleichung sind, so können diese Funclionen nach dem Satze (C.) sich nur durch 
eine k-Funclion als Factor unterscheiden. Es sei Norm (g) <1. 


le (q) +4 ©  antz2n(u+ ti”) 

el & 4 v \ > 

>>-=a4 9,e)=e '- Zwe 
— 


0,,(2 1° (2g°)) 
0,318 (@)) 


els@Vg) a 





(0,q,2) = 0(e, €) = 
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so folgt durch Vergleichung der Punkte, für welche die Functionen o(«, a 


Ri (@, T . . . 
und ” verschwinden und unendlich gross werden, erst als Functionen 
pi (a, 


von x, dann für e=1 als Functionen von «, dass sie sich nur durch einen 
von x und « unabhängigen Factor unterscheiden können, und für «© —=0 folet. 
dass dieser Eins sei. So hat man: 








ai (8, \w O1, (alslag)) are 
d } m — (u .i 2. B- II, p%': xYyq) 
TE ET 
woraus für 2=1 die von Herrn Heine (Abh. pag. 310) gefundene Relation 
lliesst: 
ee) . 
ee __# 2, — _9 . E 
”  TKel,dI-a,g A Teil 


woraus umgekehrt auch die Gleichung (6.) leicht hergeleitet werden kann. 
Bemerkenswerth ist, dass o(o,1.r) =1 ist. und dass der Satz eilt: 


a@—| 
a—l 


ee 
Ban —', q 2 .(—1)* 


D. ‚Die Functionen q " .o(a,g,x) und No nilen bleiben 





ungeändert, wenn @ in @-+-1 übergeht.“ 
Die Untersuchung für Norm (gq) >1 in Bezug auf die o-Function unter- 
drücken wir, beweisen aber noch en für die Folge brauchbaren Satz: 


E. „Die Functionen p(e, ) und p(e,q,xqg'""). und ebenso die 


Functionen (0, — 72) und zı(@,g,xg'") unterscheiden sich von einander nur 
durch einen a 
Es ist nämlich nach (5.) und (6.) für Norm (gq) <1 
— a(a—l) (« 1 Pepe (eo 2 . „rs (or zT 1—a \ wid Z un 
'q Be A de BE A nn a El ni Zn 


ER. MR - a 


Betrachtet man, wie es hier nöthig ist, die nun Per Elementarge- 





bilde, so ist jede Darstellung einer rn-Function auch eine Darstellung einer 
p-Function. Diese Darstellungen sind sehr mannigfaltig, wir lassen die 
wichtigsten hier folgen. 

Neu dürften davon nur die Partialbruchzerlegungen sein. Ist Norm (q 


<_ 1, so wird, wenn wir hier und auch später immer das Product 


d-9).d-4)... 1-4") 
bei beliebigem A für »„=0 durch die Einheit ersetzen: 
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n—1 
@& y7  Iozg# 
w 4,2) = lim(1- ag‘). (47H) 
L De 0% — @_ ym—I % y pe ü B 1 a+l 1 gern" l 
a ae ET SE 
nn Ton 1—q 1—q’ 1 — H Pe -1-—g 1—q 1 — g" 
(8.) | wu. „i 
Zn E (—z2)".q #1 vn Ay A za)".q ! ! 
| (FOA-gN.Ad-N...d-g) : Sod- D.( d—gN...(1—q”)) 
. (— get! Be g“ +1 pe Bing 1—g°' q - an 








Mo sei EI er ' Tagehn 

Der Reihenquotient der vorletzten Gleichung ist durchaus convergent, die 
Partialbruchzerlegung der letzten dagegen nur brauchbar, so lange Norm (q “ 
1. Für Norm (g) >1 ist: 























1 
; u Fee (1 1 ) T 7 
p\a,g9,2) = (-T). onen gr AA lu) 1 
zgeta 
27 a 
u DACHE 1-7 I. ie ze g" 
8°.) 2.4 en 8 f ı" 1—g« 1 rer 
AUT Er 
su 1 n 1 = | =. 
m. T Sulz) Ad—- A—q°).. er . )- A-gq ‚A-qQ°).. \ 
1 a+l 
(— 1)“ gel Eu a 2 
r ( ) N 1—g° ee R I BR BRF 
IIK—a—1,g) 0m 1—g 1 —gq’ I g" og“ 1 


Die Partialbruchentwicklung kann nur gebraucht werden, wenn Norm (q *)>1 
ist. Vermittelst der Gleichung (3.) findet man aus derselben, wenn Norm 
9) <A und Norm (g”°) >1 ist: 























Ban 9 En Ze u Pe 8 ne. 3 
I.) p(e, VB x) II(«—1, q) 7 () 4_ q 1 — g’ di gq" PR g" x 
Für Norm (g) <1 ist ferner: 
1 
2 & 
(a, Q; z) = (—x)*.lim 1- I). Bi; " 
Nn=-% BE. ” 
2 q 
_ 8 ve Ar 
RIO = (—-r)*. > u KÜE 
(10.) Ya RO, m 1—q er 1— gq" 





. on 
= % —— q 5 | % (—9) Zu 
Ba x)“. Z . B> ne z ” ar 
| ‚w» A—- HA)... g”) dr dA I”)... g”)' 
(— 1) ‚zer (1 u gyet+! 2 q°— q gr — gq’ q— q" 1 


I-el,d) 91-9 i-g "I Ip 
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In der letzten Gleichung muss Norm (g”°“)<Z1 sein. Für Norm (g) >1 ist: 


nn 2 gar 4 
,g,2) = lim; on er " -) 





re pr zg=M 
ae Ah 1" q u g“- | er 
u rer 
Se { | Fi BE x (rg ei Er: N 
m (Soc: JÜ-P). -E)TT WaA—gA—g°).. .1— gq")\ 
ib. | 
1) 5 tagte, dat er 
II(—a- I, g) rt), 1—yq 1—g’ 1 g" zart ) 
welche letzte Gleichung nur, so lange Norm (q*) <1 ist, gillig ist. 


Als eine Erweiterung des Logarithmus lässt sich, wenn Norm (g) <_ 1 


ist. die Funetion ansehen: 





lex x q" lex x en 
1) DE a er ET 
/; I eg 4 Tr) E— g" Ig(g) n (n) x J 1—gq" 
welche der Dillferenzengleichung genügt: 
Hn 
(12. IL(a.2) = —.. 
} 4 2—1 


welcher auch noch genügt werden kann durch die Function: 


N gp®% 2 q" 
Ax _— <, ) u Ges 2.2 ) Le 2 Se 
l ,i — g" oY 1— gq’x 


Aus Satz (B.) ergiebt sich: 





sv) , 8.0, lgn) 
xgq Olex 





(13.) L(x2)— A(z) 





welche Function mit olg, x) bezeichnet werden kann. Weiter soll hier auf 
die logarithmischen Funclionen nicht eingegangen werden. 


Nun wollen wir unter 





2 1) lex 1" Ix 
OD.) 5 €). us > 
(15. S fix 7 oder 5 fix) rc, 


n—l 


die Summe I, „‚fixg“) verstehen, wenn unter » eine ganze Zahl verstanden wird. 


gro. 
(Ist dann Sf\x) I en — F(x), so ist Sf(@)4,,, = = F(xzg')-F(x)+k(x), denn 


n—] 
es ist sowohl 4(Fixg’)—F(z)) = f(zg')— f(x), als auch Az uf(eg* )) 


= f(xg") -f(«).) Diese Ausdrücke nennen wir bestimmte Summen, und be- 


schränken uns in ihrer Anwendung auf den Fall Norm (g) <1. Die be- 
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E As 

stimmte Summe Ss’.p(u,sgqg). —-. in welcher Norm (g’*" <Z1 sein mag. 
l 

ist demnach m. 

L. 1 N | i 1 B f u j gut 
n(/+-1) | n- En y' n(4-+1) / / N} Li 
Su .p(tt,c = I lu,g). Zu  ——— 1 1 (1 
7 ‚q / 4 1 1 (n)* q | a gq | RX Ti N b q" ] 


fi u san IT(u,g).IT(A,q) 
EEE UNE  Tlu+ir1,g).(1—g)’ 


also 
R 9” II(u. a). II(A. a) 
'16. Ss’.p u,sg) ds = —— PT , 
] I (u r 1 1 “ q) 
Seizi man g=1-—e und nähert & der Null. so fliesst hieraus: 
m. IICu I ’ 
/ s’ ° | come s jr . ds _ m ä 
| | II(u+i+1) 


() 
welche Herleitung des Eulerschen Integrals bemerkenswerth erscheint. 
Diese Sälze dienen als Einleitung in unsere Untersuchungen über die 
Heinesche Reihe. Wir glaubten auf eingehendere Beweislührung derselben 


Verzicht leisten zu können. weil dieselbe als elementar anzusehen ist. 


Art. 1. 


Zur Definition der Functionen, welche den Gegenstand unserer Unter- 
suchungen bilden, die durch die Heinesche Reihe dargestellt werden, wählen 
wir eine ganz ähnliche, als Riemann für die durch die Gaussische Reihe dar- 


sestelllen angewendet hat. Nämlich: 


I. „Die Function au P er 


„,® ©) als Function der complexen Va- 
2 


riabeln z verzweigt sich nur n ce=V und für = mw, und ihre Zweige 
können nur in diesen beiden Punkten vieldeutig sein“ 
II. ‚Die Summe der Exponenten @&+«@+P+fP'+y-+y ist Eins, und 
‘) : 
keine der Duferemude a—a, P—P', y—y' von der Form m+n — -. wenn 
=) 


m und n beliebige ganze positive oder negative Zahlen sind“ 
III. ‚Die Function P ist in den Formen darstellbar: 


k,.P’+k..P", hz.Pf+k,.P’, k.P’+k,.Pr, 
worin k,, k, ete. k-Functionen sind, und P*.x”“, P*.x=”“ rege einändrig 
a GE 
und für = (0 von O und & verschieden sind; worin P’. (— re (Z) 


durchaus einändrig und für =x von VO und x verschieden sind; worin 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 3. 34 
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P'.p —y.g, 2). PY.p—y,gq,x) überall endlich sind und nur um die Punkte 
20, 2x herum verzweigt und in den Zweigen nur an diesen Stellen 
vieldeutig oder unendlich sein können‘ 

Hieraus zunächst einige Folgerungen: 

IV. „Eine P-Function verliert ihren Charakter als solche nicht, wenn 
sie mit einem k-Factor multiplieirt wird.“ 

V. ,In einer P-Function können die Exponenten eines jeden Paares, 
nämlich & mit o', $ mit 9, y mit y' vertauscht werden.“ 

Aus der in der Einleitung unter (2.) gegebenen Gleichung 


/ En —1\“ 
p\e, ar — (—) .P\0, qQ, %) 
folgt der Satz: 

VI. ‚In einer P-Function können die beiden ersten Exponentenpaare 


1 1 
unter sich vertauscht werden, wenn man gleichzeitig = stall x, pP; statt q 


setzt. so dass 


(% P, y Fi E a EDEN 
a, Br, y", 1» x) Ze Pi r az", q ’ 1 / 


gesetzt werden kann.“ 


Da hiernach 
ER Ba 
P de / v, > q° x) = Pla n ‚) 


ist. so wird die Allgemeinheit nicht äh wenn man Norm (g) <1 
voraussetzt, was in der Folge der Einfachheit halber überall geschehen soll. 
Aus der Definition folgt ferner die Gleichung: 
a, , 7, \ «+0,33 —-0—8,y-+e i 
1. x°.p(e,x).P x B “ q; 2) = P(” % 18, 976 _ N q, zq')- 
und wenn 7 Null ist, so folgt aus der Gleichung (7.) der Einleitung: 
2) P(&E° gr) = > HE f 1 ag): 
@,P>Y5 q 
Sind nun P’, P’ von einander unabhängige Ma . einer P-Function, so können 
P°, P“ linear und homogen in P', P"” ausgedrückt werden. mit k-Functionen 
als Coefficienten, daher auch in PP, P®’; Pr, P'‘ und umgekehrt. Wir wollen 


deshalb setzen: 


*) Der Fall, in welchem keine unabhängigen Zweige existiren, kann leicht durch 
die Bemerkung erledigt werden, dass die Summe zweier P-Functionen mit denselben 
Exponenten wieder eine P-Function ist. 
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| Pe = ip -PP+i,u PP = k,,.Pr+k,,.Pr, 
Pe = ku PP + ug: PP =, .P’+ la. Pr, 


‘ 


(3.) 
Pr’ = ha, . pP + k It » Pr "= k yy P’ u k yy'° Pr 9 


”, 


”: 
MT) Y y' 
P’ — bau. . m -- Kauyı . Pi — hin, ‘ P' TV hg, P Pi ’ 
{ Li 


Bei der Untersuchung. in wie weit die P-Function durch die Eigen- 


schaften /, /I, III bestimmt sei, können wir uns auf den Fall beschränken. 
in welchem =0 ist, weil der allgemeine auf diesen durch die Gleichung 
(1.) zurück geführt wird. Wir bemerken, dass unter dieser Voraussetzung 
P(xg), Pixg ), mithin auch S/P(x). SPix) genau wie P(x) verzweigt sind. 
dass auch IP’, SPY wie P’ ausser für 2-0. r=x nirgend x sind. dass 
endlich (1—x29”7).p(-y,=)4Pr, 1—-ag).1-ag"”*t).p(-y,a). PP" 
ausser für 2=0,. 2 = w überall endlich und einändrig sind. Hieraus folgt. 


dass die Ausdrücke 


14, pP IP Pr, Pr | 4’PP, PP | 
2; | 4° Pr‘, Pr’ | ORRER 1°. 3 28.0 | 
seinen U en BT N se en _ An en ETTRLTERN at; 
Pe, pe‘ x2gq'7) Pr, ap 1—ıgq WIRT; 1 — 2g!=7 
Pe, 4Ppe' | | Pr, 4Pr' \ PP’, 4PP | 





überall einändrig und eindeutig seien und nur für =» unendlich gross erster 
Ordnung werden. Diese Ausdrücke können daher gleich — A+ bx gesetzt 
werden. wenn A, B Constante sind. Für 2 =0 folgt aus dem ersten der 
Ausdrücke — A A Ec, — — (g’+g”—2). für 2 =» folgt aus 
weh z 
dem letzten Ausdrucke B=g 7 (g’+g"—2). 
Mit denselben Beweismitteln findet sich 


AP®, AI’ Pe | j 1 AP® | Mi (g— 1) (— D—agrlgr—1 (q ge 1) 
dp“, A’Pe | ‘ | Pe’, AP“ | = Bi gi!" 


Setzen wir diese Grössen in die Identität 


vi 
I Pe, APe, Pe | — OÖ 
|.Pp«, ap«, pe 


ein, so finden wir für die unbekannte P-Function die Differenzengleichung 
zweiter Ordnung: 

| A-ag) PP-((g’+g" 2) ag (gr +g—2)) AP 
+1) (9-1) ag (gr-Neg-D)P = 0 








(4.) 


oder 


(4°.) 1-ag"7)P(zg)—(g’+g° ag (Hg ))Plag)+g""i-r)Pie)=0, 
34 * 
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durch welche für die Function P aus Satz \C.) der Einleitung, zunächst wenn 
y=0. dann aber wegen (1.) auch. wenn y beliebig ist, folgt: 

VII. ,‚‚Eine P-Function ist durch die Eigenschaften I, II, HI, bis 
auf zwei willkürliche k-Functionen, von denen sie eine lineare homogene 
Funetion ist, völlig bestimmt.“ 

Art. 2. 

Nach der Methode der unbestimmten Coefficienten lässt sich eine Lösung 
der Differenzeneleichung nach um Eins steigenden oder fallenden Potenzen in 
eine Reihe Na,x” entwickeln. Es bestimmen sich die Coeflicienten aus einem 


von ihnen mitltelst der Recursionsformel 














RR Se gq" —dq p gq" u. gr 
A, un q" 2. FEB q“ gq" HI __ ee ’ 
welcher 
Uonst. *) 
M 75 pen an e 
I(n— ae, g).Il(n—«', qg). II(—n— B,q).II—n— P', q) 
venügt. Demnach bildet die Reihe: 
ge" 





P = CE UBER eg nt 
Gonst II(n--«, q).II(n— a@', q). TI—n— P,q).II(—n— P',g) °’ 


sowohl wenn die Exponenten von « oder «@ an um eine Einheit zunehmen. 
als auch wenn sie von —/, —P’ an um eine Einheit abnehmen, eine Lösung 
der Differenzengleichung (4.) und zwar bezüglich diejenige partikuläre Lösung. 
die wir mit P*, P“; PP, P® bezeichnet haben. Nach Herrn Heine, welcher 


durch pla,b,e,g,x,) eine Reihe bezeichnet. in welcher der Quotient des 
1 grte 1 gets 

1— get! ir u Br 
glied Eins ist, lässt sich dies Resultat für den einfachsten Fall, in welchem 


-z, und das Anlangs- 





n 4 1ten Gliedes in das folgende gleich 


@ —0 ist. so ausdrücken: 
0,2 0 
et > UV, 


’ Aa ! 
Ar, 


Wir wollen jedoch für das Zeichen das Zeichen F wählen, um an 


q; x) — Const.p(P, P, 1—-e',q. x). 


die Gaussische Reihe zu erinnern. in welche die Heinesche für g= 1 über- 
geht. so dass demnach: 


/ A Y’; 
| F(a,b,c,gq,2) = P° 


0, 3, 0, x n/ ' \ 
P(% q: ) = Const. F(P,P,1-«‘, 4, %). 


Od, a, 0, ö 
1—0,b,c—a—b, 1, ®) 


9 b7 


*) Statt Const. kann auch eine in n periodische Function wie (—1)"sinnnt etc. 
gesetzt werden. 
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ist. Multiplieiren wir die erste dieser Gleichungen, nachdem wir x=q”7 statt 
x geselzt haben, mit x°.p'y,2q 7) und nehmen die Constante gleich Eins an, 
so erhalten wir die beiden Gleichungen: 


pri” ß,; g. 2) 


» «', P; 7> e 
(6.) — 2.n(y, zgq’).Fia+ß-+Yr, a+P'+Yy a—a+1.g,0g "7 
--Pp\Y> 7% °)- Pr rPry © 1,989 
& a ee y | af | „' 0 re 1 r a,d 
= z*.p(y,aq?’).Fle+P+y,e+P+y,a—e +1,.9,2g9”7), 


deren letztere aus der ersteren durch Verlauschung von y mit y' fliesst. Ver- 
tauscht man « mit «’, so erhält man: 


‘ =. _ a’ [ 4 N 4 () I Ar ! say ae‘ “ . j 

7 \ P:» =: :P\Y; Cq / E 104 + Tr’ [6 + /? Pr3 0 0 t Bi (q, Tq / 
\ wi; / „e\ Y/ s ö ! N at 
— ze“. p (Y, zp ’ )« F (@+ P - Y, a + P {| Yv, en 0 . 4 Q; xq Y 


4 . 0 . ! . . 1 . 
P’, P’" ergeben sich hieraus, wenn man « mit 5, «@ mit 9’, q mit —, x mil 
1 


l . % . * . .. 2 » ‘ 
— vertauscht und einen Ak-Faclor streicht. Dann ist mit Rücksicht auf (2. 
x 
Art. 1: 
1 ı? f g‘ q Y 
3 — . Ars rn y E2 IL ra ) BR Mr .) u. | a m 
\“ a ) .p\y; Z).F(a+ PrYMTPrY,P wi l.q; r ) 


(8.) 

t .-. 1 \r a," 1 F [ | | m „ y' | I I ‚’ I ’' l T | i ) 
el) Ar r —): 
| pr 1 \p' 4 ni en ı Mi > Jr ur ) g' ry' 

P | — =; -D 7: Ze .F\ RT 3209 a TpH /:P,Pr1,4, Er 

(9.) | 

\ #, I 1+3 

Ay, D).Fle+B +, +B4y, BB gt N 
— „._—). fF\ü-+ 7.07 TE u 5 
| \r -p “9° l TREE PT Mu 1 x ) 


Die in P“, P*; P’, P” noch willkürlich gebliebenen constanten Factoren sollen 
nun so gewählt werden, wie sie in den Gleichungen (6.). (7.). (8.) und (9. 
enthalten sind. Für «&=y=0 stimmen diese Lösungen mit denen des Herrn 
Heine (Abh. pag. 325) überein. Für die Bestandtheile P’, P’’ selbständige 
einfache Entwicklungen zu finden, gelingt uns nicht, wir können aber aus 
P°, P* Ausdrücke zusammensetzen, welche den Charakter derselben haben. 
Es sei zunächst „=0, so wird P’ ausser für 2=0, c=w nirgend x werden 
dürfen. Haben wir nun irgend eine Lösung der Differenzengleichung (4.). 
welche für alle x, deren Norm <1 ist, ausser etwa für 2=0, endlich bleibt, so 
bleibt sie, ausser etwa für e=0 und =» überhaupt endlich, wenn sie für 21 
endlich ist. Denn zwischen den drei Werthen der P- Function Pixg'), P(xg). 


P(x) besteht die lineare Gleichung (4°.). Vermittelst dieser kann man die 
Function aus dem Kreisgebiete Norm (x) 1 heraus fortsetzen, und es kann 





10. 
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sich hierbei nur dann ein unendlich grosser Werth ergeben, wenn der Coef- 
ficient von P(x) verschwindet, was nur für ©=1 geschieht, für welchen 
Werth Pix) endlich vorausgesetzt wurde. 
Demnach wird der Ausdruck 
AP'+A P = 
p(y,2q?) AP (9) Er u q, xq ’ ’)+ A'P“ En 5 je re zq ‚)\ 

mit p(—y,x) multiplieirt, ausser für e=0, 2e=x überall endlich bleiben. 
wenn die Constanten A, A’ so eingerichtet sind, dass der in den Klammern |! 
stehende Ausdruck für 2 = g’ endlich bleibt, und demnach gleich P’ gesetzt 
werden können. Nehmen wir die Residuen A, A’ aus dem folgenden Artikel 


vorauf. so können wir schreiben: 




















\Pr Pe. HI Ka'— Y,QDgatY  Pe.IICo- id 2 Tan 

| Il(—a =, q) az ‚0 He ). II— a — P—y', 2 , 

Ir _ Pat NEE Pr. FETT EEE 
II(—a—P'—y,9):.II(-—a—ß-,q) II-e'— By, g).IN—d— P—y,g) 


welche Relationen für q9=1 sofort die richtigen Gleichungen zwischen den 
analogen Bestandtheilen Aiemannscher P-Functionen liefern. 

Aus den Resultaten dieses Artikels geht hervor, dass die Eigenschaften 
/, 11, HI eine Function nicht mehr beschränken, als die Differenzengleichung (4.). 
Nur ist für die Differenzengleichung die unter /I über a —«', 9—P, y-y 
gemachte Beschränkung nicht nothwendig, während für diesen Fall die Eigen- 
schaften unter //J nicht mehr bestehen. 


Art. 3. 
Somit sind die Bestandtheile P“, P“, ... durch Reihen von endlichem 
Convergenzgebiete dargestellt. Man erhält aus denselben leicht einen Aus- 
druck der P-Functionen durch bestimmte Summen, indem man, analog wie 





dies bei der Gaussischen Reihe geschieht, in dem allgemeinen Gliede der Reihe 
für die /J-Funetionen mittelst der Gleichung (16.) der Einleitung den Eulerschen 
Integralen verwandte bestimmte Summen einsetzt und dann die Ordnung der 
Reihen und Integrationssummation vertauscht. Es ist nämlich 

= — II(@« — «', q) 
 DI-e'-B-7, a 
p(—a'—P'—y, qs).p(—a—PB—y, asg"*?).d 





| F(a+P+7; a++7 ‚e—a'+1, 9,277 ') 
4) 


0-7 
1 








Be 52 
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worin % mit /’ vertauscht werden kann. Löst man diese bestimmten Summen 
auf, so erhält man Ausdrücke, die von Herrn Heine (Abh. Gl. (78.)) in an- 
derer Weise gefunden sind. Convergiren diese Entwicklungen, was für reelle 
q der Fall ist, wenn @-+f'+y resp. @-+-+y einen posiliven reellen Theil 
hat, so bilden sie Darstellungen der Heineschen Reihe, die in der ganzen 


x*-Ebene brauchbar sind. Hiernach ist: 


Be “.p(y,agY).IIla—a',q) 
12 s + ae P—Y ‚q). IIU(—o'- P—Y:q, 
>< Ss .p(—a—P —Y; 98) .p(—a—P—y, asg"'") ds, 
s l 


woraus noch drei Darstellungen fliessen, wenn man 5 mit 5’ oder y mit y' 
oder beide zugleich vertauscht. Verlauschen wir in allen diesen &@ mit «', so 


erhalten wir vier Darstellungen von P“, von denen eine folgt: 





m; 2 “.p(v, eg Y).IIle'— a, q) 2 
13.) | . II (- er: Yy',g).II(—o By, q) 
\ 2. 2, g” BE ae TE ‚ I 
| >=Ss m .P\ — 119 Y,gs).p — [1 9 —Y, 280° tr) As. 
\ ) 


In gleicher Weise lassen sich die Bestandtheile P’, P' behandeln. Man er- 
hält dann: 


(@ ) ae 2) II($— f,g) 





\ P’ u Kr -— 
a Mm o-R-F7,9).U- a B,g 
N TER: sget+ßty+y +! 
< Ss FERTT, pa —-P'—y, sg) eh =... Bi )4s. 
| (- ) 6, I). II(#'—P,q) 
pP?’ Be ee RE VER su 
(15.) 


Na, ).1-e—-8-7,g) 


I Ss — “op (ey, He > Bi hs —).4s, 
woraus noch je drei Darstellungen durch Vertauschung von « mit «' oder y 
mit y' oder beiden zugleich fliessen. Sind die reellen Theile sämmtlicher Ex- 
ponenten «a, «, ... positiv, also kleiner als Eins, und ist q positiv reell, so 
sind sämmtliche 16 unter (12.), (13.), (14.), (15.) gegebenen und angedeuteten 
bestimmten Summen convergent. In speciellen Fällen können diese Formen 
noch vermehrt werden. 

Aus diesen Ausdrücken leitet man leicht eine von Herrn Heine (Abh. 
Gl. (79.)) gegebene Gleichung ab, aus der wir wichtige Folgerungen ziehen. 
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s (12.) folgt nämlich: 
F\a,b,c,g, x) 


IT(c—1,q) a za) & mb 1—q eb 


De Me 1— x 1 — rg"! 
nb—l,g) (d-gI To 1—q 1 — g" 1—2g A1—aget! 











und wenn man x durch g” ersetzt: 


Mec,g.MCcÄAD 4 ea | 
Pu _ \‘ —0—A Mn. B h 
II(a+r—1,g).IIb—1,9) a) ‚Fie=b,r,a+r,g,g, 





16°.) F(a,b,c,g,q’): 


oder, wenn man a+r durch a, b durch s ersetzt, symmetrischer: 
(16.)  pla-r, gg’). Fla=r,s,c,q,g’) = p(e-s, q')).F(c-s,r,a,q,q'). 

Multiplieiren wir (16°) mit (1—g’) und selzen dann r=0, so folgt: 

. “ i . „ II(c—1 0) (1— ger! a—b 

17.) lim(1—-r).F(a,b,c,g,x) = 

ee alle a et IT6—1,g).IKca 1, 
woraus die Grösse A’ des vorigen Art. leicht folgt. Obgleich nun diese Glei- 
chung (17.) für den Fall gefunden wurde, dass die bestimmten Summen con- 
vergiren, so gilt sie doch ganz allgemein, da die Functionen zu beiden Seiten 
der Gleichung als Funclionen der complexen Variabeln «, «', ... y’ nur auf 
eine Weise stetig forlgeselzt werden können. Aus (12.) folgt weiter: 


Pe/gy" — yvV.p(y 2 7).IIa—a' N) 
v2 — Na’ A A P— 7,4) 





4 . AR PB u ae 
Ss & P Y .p (—a' — 7, gS) :P\ | —a——y, sq I-a'—p Br ö „Is 
N 
en 17 — a'-- B—y' 
7. —1,gQ).Tla—o',g). ri s FR .p(y'—y—1,gs) 4s 





HU-d-I-rÖ .I—ad—# — 7,9): 11Cr' ut, N): Ad—g)-r Y 


g’Y.TKy'—1,gq).IT(@— @',q) E 
N-e-9-,g9.M-a-Bß-„gı\ 1 








und so findet man die Ausdrücke: 


p:® (gi = gqr.ITy—lA,g ). TIla — 0, q)( 1 gi’ 
I-a—- P—-yY,).I—- «—-PB—y, q) 
% ey gr .IY'—1,9.Ika—a,g)(1— g)r 
| DH DONE, 
g7.ITy 1, Q). Ta — a, )A— gr 


P* q’ \ — S u 
er, I—-a—-P- 7, —-a-B-r,) 


Pr(g") — 7.1.9. — a, gr 




















ee 


Element g’ ist, ur. wenn sie nicht mehr convergiren, ihrer Fun 
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Man kann hieraus noch leicht die Werthe der Bestandtheile P*, P“ für 2=q7”” 
q’” finden, wenn » eine ganze positive Zahl ist. Aus der Gleichung, die 
aus (4°.) entspringt: 
rer -—t- PC) PIE - FT) PT) =0 
fliessen diese Werthe für » = 


-1. dann liefert sie, man 

für n=2, etc. ebenfalls die Gleichung (4°.) in recurrenter Weise 
Ebenso ist es leicht, die Residuen von P’, P? 

zugeben; für x = 


” für ® 
Null ist. 


wenn setzt, 


a, ° an- 
( 2 3 ‚rar ] 3 Pr P?' 
1, d; Q, -.. werden P, 


Null, wenn nicht 7 oder y' 
Im letzteren Falle sind die Werthe P’(g),. P(gq). P”(g’) etc. an- 
sebbar, worauf wir hier jedoch nicht eingehen 


Art. 4. 
Wir ersetzen nun in der 








Relation P* = %k,,.P’+k,..P”, P“ durch 
die Summe unter (12.), P’, P’ durch ihre Reihenausdrücke, so ist: 
c°.p(y, “r 7). IIC «- ,gq 
| II(— « me, -y’,gq).I1C rn -. Y:q) 
Ay 
< Ss man Bi Y, 1°P —1——Y, 280"'7) 48 
( 1 PT. 
= (7,2): \k., Be: N PP+h .(- yF' 
2 an i i we , ( Y' 
F’ — zz. @+P+y,P—-P l.q; ! - )- 
= Fia+P 1-1 En 
== +/ PL / +Pp 7 BB —n ri» VB _ z rn 
einen Augenblick gesetz! 


Diese Gleichung kann auch, wenn man die Glei- 
chungen (4.),. (9.), (6.) der Einleitung berücksichtigt 


st, geschrieben werden: 
a _ a — ‚! 
x".p(y, zq 7). IIl@a— a’, g) 5 s 














di .P(—a'— P'—y,g5) .n(—a— P— y,xsg“+P) ds 
Ne -B-y,g.N-d— 77 D.e a By aptP) 

a 

0 a () E 

(-zeT).g.n(y, gr). jhop ul F’ hu = HF \ 

und weiter: 
E a +1, IIla— a, « ‚o- o(a- B,2) 
IIK— «— P—y,( q) ER = Y,9) 
> u P—-r—a—Pp—y 
1 


n(—a- — 


B—Y ‚g8)- P\ —a—9—Y, IT) 


ur P ur. 4 
KR the (—) ‚F 
r t Rn 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 3. 
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Nun mag Norm (g’) I sein, setzen wir dann x=g”" statt x, und für m 


eine unendlich grosse ganze positive Zahl, so verschwindet (—) .„ und 
ZE “ 


wir erhalten 


a ' a), I « 

19 n 1)-+7.IICa — a’, q). II’ — 1,g ola+Pp®) 

| I(—«— PP —y),q9.I— —-P9— 97,9) 
worans man durch Vertauschung von 5 mit 75, %,, erhält. Denn in der 
Relation P hs: P’+ ka. P bleibt die linke Seite ungeändert, wenn 5 und 


u; 


/ vertauscht werden. dasselbe muss daher auch auf der rechten Seite statt 


haben, was nur möglich ist, wenn 4,,; durch Vertauschung von 5 und P’ in 


hi... übergeht. Demnach ist: 
u 
\ IT (a-a';q) IIC#-P-1, g).0 (a+P,x) P?'.IICa-a@',q).IICd-?'-1,g).0(0+P',x) 
(29 I-«'-9-7',g).II-@'-p 7:9). -1) 77 HI-a@'-P'-7',g).I1-«-P'-y,g).(-1)* 7 
20. er 
I PP.IIC@'-a, gq). II -B-1,g).0(@'+,%x) P?.IIl@'-a, y).IIC$-P’—1,g).0(a'+P',x 
10-37, 1-8, NT HR, 


Han bereehnet unschwer nach derselben Methode 4:, ete. und findet: 





N — 1)“ HP, II($ — P',9).IIke® — a —1,g).0(@'-+P', €) 
r (— NE tP.IICP — P",gQ):-IIka— e—1,g).0(a-+ PP’, x 
21 Er Fi a«— #"—y',gq).II(— W— P#"—y,9).0( 7,2).0( y', 7 9» 
s . — De'7,.II pP — P,Q.IHIl®— a —1,g).0(@-+P,x) 
Ki fl @ae— P—y,g).U @— 9 —7,9).0 Y x) BT ya) . 
| r Nr, 1102’ — 9, q).Illa— a’ —1,g).o(a+P,x 
Nat HU P—Y, DI «—-P—-yq u y,2).0 Mn, x) 


Obgleich nun diese Relationen unter der Voraussetzung gefunden sind, 
dass die bestimmlien Summen convergiren,. so gelten sie doch allgemein in 
Folge des Prineips, dass eine Function nur auf eine Weise als Function einer 
complexen Variabeln stetig fortgeselzt werden kann. Mittelst dieser Relationen 
ist man auch im Stande, die Bestandtheile P7, P’ durch P’, P’’ auszudrücken, 
und es wird durch sie die /leinesche Reihe, für g= 1 aber die Gaussische, 


unfehlbar über den Convergenzkreis hinaus fortgesetzt. 


A P3, 3. 


Aus den Darstellunsen für P“, P“ findet sich, dass P*%. x“, P“. ec“ 
e >) 3 


mit lim pn, q,.c) multiplieirt im Endlichen überall endliche Functionen sind, 


n T. 
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und sich daher in durchaus eonvereente Reihen müssen entwickeln lassen. 
Durch gewöhnliche Reihenmultiplieation, wenn e+P-+y=a, a+-P-+y=b, 


e—e+1=e geselzt wird. findet sich: 


E “Fr 5 ’ ä ö | 4 | ‚ 
T 4 / 
a ' ' ' 
99 3 N, yın 5 a5 1 4 / 23 . 1 4 
Au) Aa ri ] { q ' q 1 q’ | N | / ) ] \ | 


1 , 
/1 lt vV. 4 | / \° 


worin % mil y verlauscht werden | 


ergeben sich zwei durchaus convergenle verschiedene Darstellunsen von P“. 


ann.  WVerlauscht man dann «© mil «'. so 


Auch P’, P” lassen sich so in p-Funeclionen und durchaus convergenten 
Reihen darstellen. Es ist gewiss vortheilhaft. Darstellungen von unbedineter 
Anwendbarkeit zu besitzen. wie sie die Gleichune (22.) liefert. wofern nur 
Norm (g)< | ist: ihr complieirter Goelliecientenbau macht sie i« \öch elwas 
schwerfällie. 

Kine grosse Fülle von Darstellungen der Bestandtheile einer P-Funetion 


. 1) v . nr . ! » | any Ewa J 1 DD, nt, 1} 74 I, ıY} g hr - . ur . , r 1 sy. . 
oder ihrei TECIDTORKE nn kann nocnh ıNn FarTliaidrucnen eelunden \ raen. und Zwal 


kör ı Bi » . > > lınah In! 1) ı« Isey/ı \ ‚] \ 1, ıryıl ‚| Y } ] r I: 

(Oonncei 7.4 m & durch SOICie daroesielit werden. wenn der ELin- 

fachheit halber a vositiv reell vorau a a lich 2 ' 

1ac IDeL! 1albDei 4 POsiliy ICCH VOTAauso est LWul) ar uiid I { CUP lic ) (L 
Er R. e r . ; Free 4 7 rm 2 1 I s ia.» a2 E I ü BE: 

und Pre emen pPosııvV Feeiien Ineli naden. Vauer es konnen 7.7.» 2 


P'.x”“.p(—y', x) durch Partialbrüche dargestellt werden, wenn @-+-p9-+7 und 


a+f+y bezüglich «-+5-+y’ und @+/5'-+y' positive reelle Theile haben. Die 
Coeflicienten der ersteren sind freilich nicht sehr einfach. indem F-Functionen. 
deren fünftes Element von der Ordnuneszahl abhänet. in denselben vorkommen. 
Die letzteren Entwicklungen sind einfacher, weshalb hier eine als Repräsentant 


Platz findet. Sie wird mit Hilfe der Gleichung (17.) abgeleitet und lautet *): 


> aw—a BEP‘ ä f ER M], PR Be ‚ FRE 
u x). II(—a—P—y,g).II-ed—P—y'.g 


a) a) ' ' I a" 
Fla+P+y,—ne+P+y—n,gq get 
\ | En og" Y 


*) Setzt man in der so fruchtbaren Gleichung (78.) der Abh. des Herrn Heine 
@=1, so liefert sie auch einen speciellen Fall einer Partialbruchentwicklung. 


\s 
35 * 
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woraus durch Vertauschung von /5 und P', y und y' noch sieben Entwicklungen 
gefunden werden. Wir verzichten u P’, P” in ähnlicher Weise dar- 
zustellen, weil dies prineipielle Schwierigkeiten nicht hat. Um noch die Dar- 
stellung des Quotienten zweier P-Functionen durch einen Kettenbruch nach 
einer Methode zu bewerkstelligen, welche der von Riemann *) im Falle q=1 
angewandten analog ist, bedürfen wir Mittel, welche Relationen zwischen den 
allgemeineren conliguen Functionen liefern, die im folgenden Artikel abge- 
handelt werden sollen. 


Art. 6. 


Bezeichnen wir nun mit ‘P°, DB“ etc. Grössen, welche sich von den 
Grössen P“. P“, ete. nur durch constante einstweilen noch nicht bestimmte 
Factoren unterscheiden. Dann mag 


pP“ or: P’+a, 137 = 0, ‚PB - Op. Pr, 1“ = a, Br+ a — O5 B’+ BF 


ceselzt werden, und man hat dann in dieser Bezeichnung: 


© 
0 w urn A q 


| "To 

















| m: u oo N%ola+p,x)ger 
pe = 3 et ptr‘ go 1)°.0| (a-+ß, «) ay) 
| a, a3 0, 7, au y le i )- y 3 q 
(24.) 
\ , | 1 Pa 7} a ET. 
0, er a Fu 1) ee. > ö 
Fi. De A M m, o(a'-+ P', x) gr 
"A" 7’ Au 2 L (— 1)%.0(@ + P',x)ger' ’ 
ü 0 ). 4 \ 


woraus noch zwei Gleichungen fliessen, wenn man y mit y’ vertauscht. Die 

















x . m . / . r 03 U 
Gleichheit der aus diesen und aus (24.) fliessenden Werthe von —-: — 
08 02: 
erhellt als eine Folge von Relationen, deren eine ist: 
9 y @- EP" ty at BP y! a’ Ep y' 
Ö\,, STETT Igg)g e == G, 2 lgq)q . 
. « .. 677; Up: Ü., U, . . 

Demnach sind von den Grössen a durch eine von ihnen, 

Üo 7 , 

pP p Y Y 


*) Die Kenntniss dieser Methode verdanke ich einer Mittheilung des Herrn Schering 
im Jahre 1864. Man erhält durch sie das nämliche Resultat, welches Herr Thome im 
G6sten und 67sten Bande dieses Journals gefunden hat, indem er die Grenze untersuchte, 
die man für die nten Näherungswerthe des Gaussischen Kettenbruchs bei wachsendem 
n erhält. 














Be 
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u 


a a 
z. B. durch — die übrigen bestimmt, und die drei Grössen «,, « 
“ q / 


@.,. durch 
die fünf Grössen Op, Og, Up, O,, @,., welche von den Verhältnissen der will- 
kürlichen Constanten in 'B°, ‘5°, ... abhängen und durch geeignete Bestimmung 


derselben jedwede Werthe annehmen können. 


) ) 


vr . N . Ü, PB; ’, k 0, A. ae . 
Sind nun in den Functionen P( = . q. 7), Pal 22 x) die 
‘@,09,75 GP I; 


a 


entsprechenden Exponenten um die ganzen Zahlen bez. a, a, b, b', ce, «, 


deren Summe Null ist, verschieden, und ist « die kleinere von a, «: b die 


kleinere von b, b’; 7 die kleinere von y, 7,; y’ die kleinere von 7, y,, so 
kann man die acht Grössen (@;),. (@3)ı> (@a)ı, - .. den acht Grössen «,, «,, 


’ 


Op, ... gleich annehmen, weil die Gleichungen | (24.) nach Satz (D.) der Ein- 
leitung ungeändert bleiben, und daher aus der Gleichheit der fünf willkürlichen 
die Gleichheit der drei übrigen folgt. Daher ist: 


(9° Br - Fer t.p-N2)Ppl3 
de ar | 7 7, _ Ir sr N; Bu 
Ba RG 2 2 OPT IR 


& 73 3: 


Ä 


2 un y_ 


ee De HE EN =) 


0o(—y, x). en 


r q' N \ Mi = q' +yY‘ ) 
+, 7. 


eine allenthalben einändrige und für endliche x endliche Function. und daher 





zZ 


tr 








u 


eine ganze Function von z vom Grade —a—b—y—y-+y+y—1. (Die Grösse 
los ar|, 4 Ä ; 
| | 1:07 ®). o(—y', €)) aber muss constant sein.) Sind nun 


BE 
a. PD. 7; a; , \ RE 2 
P( pi Y ME: x), PC) rd 'q; 7), P( ? 2 2 q; x) 
a’, f',y' P, Ye Ray Pasta 


Ey 


pP Pr 
2 


drei P-Funclionen, in welchen sieh die entsprechenden Exponenten um ganze 


Zahlen unterscheiden, so fliesst aus dem Satze mittelst der identischen Gleichung: 


Be (Ba Bi — Bei BE) + PO (BE Be Br PH BEP BE BoPe) = 0 
der se Satz, dass zwischen ihren entsprechenden Gliedern eine lineare 
Gleichung stattfindet, deren Coelficienten ganze Functionen in = sind. und 
dass also (H. Abh. pag. 291) 
VII. „‚sämmtliche P-Functionen, deren entsprechende Exponenten sich 
um ganze Zahlen unterscheiden, sich in zwei beliebige von ihnen linear mil 


rationalen Functionen von x als Coefficienten ausdrücken lassen.“ 
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Setzt man nun: 











l ( & I + er / +‘ (+; ’) hm _— 
0 lgg)q 
\ 4 
y 
0(« Ya 1) 
0 umnen s a u 
| r ’ y Er I 1 / ih ’ 
Ü 3 / \ / a ) ) 
0 - lo. == 
wi \ 2 c 1) 
25. (a > T, 1)«‘ 
| 0; m zu 
| ++ r N ren 
| 0, (EEE Iga)g | 
woraus folet 
o(a'-+ 9,2). (— 1) 
O3 - — Tee — en 
l 4 . Ü r» j 
/ a -\ 2 P' er y' / N Hy’(a’ pP’) E — 2; 
} ni v P4 
A \ 5) lg 1)q 


so muss das Verhällniss der Factoren in %“, DB“, durch welche sich diese 


Formen von P“, P unterscheiden. den Werih haben: 


/ DI . e m < e n ats 
96 Il a— 2 —r,g EL u a CE IKa 4) 4 
IK — a —-?—y,gQ I-oa—-P-y,gD Tla—a',g) g°r' 


Wit Constanten von solchem Verhältnisse sollen im Folgenden %°, B“ be- 


haftet sein. 


a und o, der unendliche Ke ui 
Ist nun / r dn— EEE ml n cne Ke tten 
d,X 
| er ‚UAnx 
1 - Qu l 
\,„ der Nenner, 


(dl L N r . 
bruch —— „ferner Z, der «t® Näherungszähler, 


Zm— Im+1 Zm—ı 7 \ r 
e - und N, f(2)—Z,, 


Z Ad Z 6,+ 8 wo 
se a a Er ie BEE .etc., dann ist f( 2) = —— 
CR | N: | i a / $ i N n- On l N, 
0 „ıfla „_ı), wenn m 1 ist, für m =0 Ber: Nfi 2)-Z,=—0,, 
=! hat. Das von x freie Glied 


woraus ae dass N ft ı)—Z, den Factor a 
in Z, ist a,, in N, aber 1. N,,, Zins Nam. Sind vom min, Z,,;., vom m-+1ten 


m 


Grade nach x. Nun sei weiter: 


mn.) Qeplet® PHın 2) 
f - P(*, A q:» x), Q, ET Mary Br er 9; T ) 


& '—n, fe) &) Y E) 
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Pe, DO, etc. seien die dem oberen Index entsprechenden Zweige dieser 
Function, wenn die Constanten in dem Verhältnisse /26.) stehen. dann sind 


nach dem vorieen Art. ganze Funclionen vom Grade » nach x die Ausdrücke : 


/ } 2 vi ö 1 l 
b) \ b) I) - . 
Z ( 4 4 JA p ö ci j ] 
\ \] Ne ie » y —ü l a R n 
2 Con + Im+ { I / I) I 
i 4 N J 
N 39 > ce ‚ er a e. ‘ EN (X a j ) r 
Yon I j Ca, I u Fa | mr + j, 4 «pP /: Ä y i Tr 


aber vom Grade »--1 ist der Ausdruck: 


YA ıı = C,, f pe $) 4 ' 15‘ wi p 7: I .P ji N N 
Da also die Gleichungen stall finden: 
Z ) y& | P l ‘ IS, 1 Z N I 15 y” l IS \) l 
N DB, l a N \ | Des ' DENE ' 
so folgen daraus auch diese: 
Zen? Zonsı 7.0 Ban Z zZ vd Dani 
Na, Ü N | Ds . \ E° V>, . \ m .G \ N 
denn es können die Grössen @,.>». &%,., so eineerichtet werden. dass die 
Gleichungen erfüllt sind: 
(een Pl a 
1 >» 1) p f ’ 
at (e Ne Ad ( Sr ” { 3 A d IN 
u. | = l . Y l — nn 4 | 
S2®, Y, ,— Be. pr ‚) 6; 


stehen daher zu einander in dem nämlichen Verhältnisse. 


Die Grössen Z,. N 


als die Näherungswerthe Z,. N, des Keltenbruchs f(x). und es können in 


m 


f(x) die Grössen a,,. 4, 4;, ... So eingerichtet werden, indem man sie 


4, Ay, Ar, ... gleich macht, dass: 


Bi En en 
—, und, was daraus von selbst folgt, —- als Function von « 


N 
n 5 


sich mit wachsendem » der Null nähert *). so lange convergirt der Ketten- 


So lange nun 


e\ 


*) Für g=1 zeigt Riemann, dass dies für alle Werthe von x stattfinde, die nicht 
auf der reellen Axe zwischen 1 und & liegen. 
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1“ £ 2 2 . 
bruch fir) gegen —;: Mit Hilfe der Relation (26.) findet man aber, dass 
1% PR 
der Werth Fr für über alle Grenzen grosse » sich verhält wie 


u VAR, Ü— ... 
A.g" n(Y-1-Y 2), 2“ a'+-2n 


p(n, 2q7 Y).p (n, ag). 
wenn A eine von » unabhängige endliche Constante bedeutet. Demnach 





’ 





nähert sich 5 für alle endlichen x mit wachsendem » der Null, und f(x) 
b £3 ’ 
. > y« .. y a nn a,t ‚4 ‘ 7 
dem Quolienten <-, ausser etwa für =, , I, .. N, 
Es erübrigt noch, die Grössen a, 4. &, ... zu bestimmen. Offen- 
bar ist @, = Pe und da in ®P“ die Constante noch willkürlich ist (denn es 
40) 


wurden im vorigen Artikel nur die Verhältnisse bestimmt), so können wir sie 
gleich Eins setzen. so dass a,—=1 ist. Ferner ist 


af 
= P \< , 1 — Ä e 
er a re) it, 9 = — na nr 


1— etc.. 
woraus für 2 = 0 folgt. 
rt 1 getrhtr‘ 


pP 
— ne _ — 0m D 


| 1 GBR ge—e PR 1 a — il 2 
Da nun (NP 2.0) ei, (N. 2.00) für 2=0 


endlich und einändrig sind, da für =» der Ausdruck (N,,.P—Z,.Q) in 


’ Nr? 
zwei Bestandtheile zerlegt werden kann, deren einer wie (—) .„ deren 


& 





dA, — q 


I. 5 i ' . 
anderer wie (—) sich verzweigt, da er in Bestandtheile zerlegt werden 


kann, deren einer mit p(—y, x), deren anderer mit »y(—y', x) multiplieirt ausser 
für »=0 und 2=x überall endlich bleibt, so kann er gleich e,,.x".P,;ı ge- 
setzt werden, und ähnlich N,,;,.P— Zu... Q = 11.2". Q,,, ete. Nach unseren 


Festsetzungen über die Constanten haben wir dann: 
a ge a’ ef n-1-1 z 
-D° (0) = 0... Pe) DO) = nr (ar. DE ao  eie., 


\ / 


woraus folgt: 











eir+1 A -— fa 4. ee 
i = a? .; 1 ei ie 1 ‚19 
ec?” ı— _ ar 1 224 al +-2n+J3 
ae DER getaty4 n+1 1 __ getftyteHl 
PER: u rp rn, = 
Ta q Eu il -2n +2 1_ u 3 


+ HyHn HE 4 _ get 4y+n-+1 
Oo ae 1 — getP?tY 1— getß4ytn+ | 


r [2 . 
Der q in EREERNER E.5 








Ca +1 
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Da nun für m > 0 
N, pP“ a Zu D° i On +1 (N,.- ,D° us Zu l ag 
und daher: 


» N} 1 & — zyp » KING „N 1 Din — lin l e &X > 
Co „+18 Io, 1 ce 0244 9.4 «CC,» er Co„+2. I . rn- > _ O>, dd ° awz 1 Co, l 








CHH+1 a+ß'+n 1 Era get? ya I ee g” ’ P Try rn+ 
= en ” nn un nn . PRrEn 
dr, Ri”. C9n 1 > 1 nn A +-14+-2n+1 1 2 ar H1+20n+-2 9 
Can 2 a4 B-n-1 1 Be getp'+y4 n+1 1 En gqerbH4 yrnı 1 
BarEEEEN REN PTR r EN FERNER PURE Be te 
Ay Bi 4 q 1 _2 na—a'+1-+-2n+?2 1 __ na—a’'+-1-+-2n-+3 c ic. 
C2n+ 1 q 4 


und hieraus für „=0 (Heines Abh. pag. 295): 


F(a,b,c,g, x) 
F(a-+1,b,c+1,g,x) 




















Eine Behandlung der Fälle, in welchen Differenzen «—e', P—-P, 


anni . u 
y—y' von der Form mn, sind, wird vorbehalten. 


Laucha, im September 1868. 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 3. 36 
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Note sur les indices a module compose et sur une 
table d’une nouvelle espece de logarıthmes. 


(Par M. Hill & Lund.) 


Depuis longtemps l’arithmetique superieure a mis en usage les indices 
a module simple, et le celebre Jacobi en a calcul&e le „„Canon“ pour chaque 
nombre premier inferieur a 1000; mais a ce que je sais on na pas encore 
eu lidee de les employer pour des calculs autres que ceux de l’arithmetique 
superieure. Et relativement aux modules composes on sait quil existe toujours 
des nombres inferieurs au module pour lesquels il ny a pas diindice. Ainsi, 
pour le module 1001 (=7.11.13), une base queleonque &levee aux puissances 
successives, fournit tout au plus 60 restes suivant ce module. I y a donc 
6.10.12 —60 ou 660 nombres premiers avec 1001, pour lesquels on ne 
trouve, de cette maniere, aucun indicee. Neanmoins il existe une autre me- 
ihode par laquelle on y parvient, et que jexposerai dans la suite. D’ailleurs, 
si l’on voulait se borner aux nombres premiers et que dans un calcul on eüt 
a operer sur des nombres un peu grands, il faudrait choisir p. e. le plus 
grand nombre premier connu jusqu’äa present, savoir 2147483647, ou du moins 
9909901, ou bien un autre d’une pareille grandeur, et l’on aurait des tables 
dindices bien volumineuses a caleuler et a employer. Jusqu’a present les 
caleuls numeriques dans lesquels on pourrait se servir de ces tables se font 
en general A l’aide des /ogarithmes, mais les logarithmes ne sont qu’approxi- 
matifs. et quelquefois usage en est plus incommode que l’operation qu’on veut 
eviter. p. e. lorsqu'on cherche le produit exact de deux grands nombres ou 
leurs puissances. J’ai montre ailleurs (Arithm. föreläsningar) que la table des 
carres peut alors semployer d’une maniere plus commode. 


On peut aussi se servir de plusieurs nombres premiers Pu, Pı> Pas - -- 


et determiner le nombre cherche z» au moyen des restes r,, ri, fa, ... de n 
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relativement ä Pu, Pı» Pa» »-... Alors on voit que » aura la forme 
n = rt tpRrnTt 
et que les coeflicients 9, Qı- 92. -.. divises: 
par p, auront pour restes 1 0 0 
- - - - Eu TE 
- m _ - _ _ IE 
d’ou Yon conelut que = 1+p,2 = ypıp>... el que l’on aura pour gq,. a 


des equations semblables et qui servent a les determiner. Ainsi, lorsque 
Pv-Pı-P2 = 7.11.15 = 1001. on trouve n = — 286br,+ 96Ar, — 77r, -- 100 1m. 
Mais les nombres q deviennent souvent fort grands el composes, el par suite 
d’un usage moins commode. est pourquoi on ne doit employer que deux 
nombres premiers, mais qui sont d’une grandeur suffisante. Alors le probleme 
se reduit a celui-ci: Etant donnes les nombres r, el r,. residus dun nombre 
inconnu x suicant les modules p, et pı, trower le nombre x lui-meme, ou 
du moins le residu de x suivanl p,.pı, pourvu que p, el p, naient pas de 
facteur commun. Me plagant a ce point de vue, jai compose. il v a long- 
temps, des canons calcules pour des modules d’une grandeur de plus en plus 
croissanle, et je me suis arrete a 9091 et 9901, que je designe par P et P', 
nombres premiers tels qu’en les choisissant pour modules on peut, A l’aide 
des symboles («”. ?) (expliques dans ce Journal tome Xl p. 256), trouver aisement 
le reste d’un nombre queleonque. ce qui conslitue une espece partieuliere de 
caleul des residus modulaires. Donc, si un nombre cherche » est inferieur 
a P.P' ou 90010009*) et que, moyennant les canons mentionnes ci-dessus, 
on en ait trouve les restes r, et r,,. on aura 
n = ru„+P.2009 (r,—r,) -mPP'. 

Une tres-grande simplification aura lieu pour les modules composes 
suivants: 30. 9900, 10100. 9999000, 99990000, ete.. pour lesquels on trouvera 
la formule simple r,+ 10". Ar,, oü Sr, signifie la difference r,—r,. 

Or il ne suffit pas de posseder les indices pour les nombres premiers, 
si l’on se propose de trouver par composition les restes par rapport ä des 
modules composes quelconques.. On en a besoin aussi pour les puissances 
des nombres premiers. Et efleciivement, si nous avons les canons pour les 


*) c.&. d. 90009991; je sousligne un chiffre pour exprimer quil doit &tre pris 
avec le sıgne negatıt. 


36 * 
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modules 2" et 5", nous serons en &lat de calculer, au moyen de ceux-ci, les 
nombres r, et r,,. residus d’un nombre inconnu £ suivant ces modules. et l’on 
en composera le residu du meme nombre suivant 10", c’est-a-dire que l’on 
aura les » derniers chiffres de t par une operation analogue a celle des lo- 
garithmes qui en fournissent les 6 ou 9 premiers. Les indices calcules pour 
les modules 2" et 5" conslituent done un nouveau genre de logarithmes qui 
fournissent les derniers chiffres, les anciens n’en fournissant que les premiers. 
Or il y a longtemps que jai calcule des tables d’indices pour les cas de 
n = 2,3, 4.5. el jai nouvellement fait imprimer*) celle pour »—=5, laquelle 
les comprend toutes implieitement. 

Nous jugeons a propos de resumer ici les theoremes &lementaires dont 
nous avons fail usage pour etablir notre theorie. Soit p un nombre premier 
quelconque, b sa base ou une racine primilive de la congruence **) al —E 
(ou =" —1 220 mod.p); alors d etant un nombre non divisible par p, il y 
aura une cerlaine puissance de b congrue a d, soit b"—= d: n est liindice de 
) etant »—1. Pour une puissance p” de p 


d ou bien n= Jd, le sous-module *** 
? . n l ’ Br u u r 
on a bu — 1. Soit e un autre nombre non divisible par p et b’= e, 
p" p" 
r sera nomme lindice de e pour le module p‘, ou en signes r— J „e, le 


1 


sous-module (ou module de cette congruence) etant (p—1)p"". En posant 


p. e. p egal a 5, les modules sont 5, 25, 125, 625, 3125, 15625 ... (ou 5" 
et les sous-modules 4, 20, 100, 500, 2500, 12500 ... (4.5"""), b etant 


egal a 2 (ou 3). Mais ces sous-modules pourront devenir 10, 100, 1000, 


4 3 ‘ y’ - 
10000, 100000, pourvu quoon ait pris b egal a 2"*, 2°, 2, Y2, y2. y2 ..., 
et alors 2 sera congru a 5b, yb, b, b’, b', b*..., et par suile J2 — 


ke) 


wor 
IV 


- 
’ 


E 
1, 2. 4, 8 

Il est vrai qu’on n’est pas accoutume ä se servir pour bases de nombres 
[raclionnaires; mais leur exelusion n’est pas absolument necessaire et nous 
(erait renoncer aux avanlages essentiels des modules de la forme 10”, avantages 
qui consistent A ce quon acheve une division en ne retenant que les » derniers 


*) sous le titre: Tables des indices dä module 5° (Tabula indicum directa et in- 
versa modulo 5°). Les personnes qui voudront se servir de cette table trouveront un 
nombre d’exemplaires d@pos‘s dans la librairie de M. Reimer au prix de '/, thaler. 

**) Au lieu de a= A (modulo m) jeeris nA (voir Alm. Storhetslära). Je 


m 
pröföre le signe ®, parce que je suis d’avis qu'il faut employer le signe = pour in- 
diquer lidentite absolue. 


x 


*##) c,ä.d. le module des indices. 











r 
e 
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chiffres. Pour passer d’un systeme dindices a un aulre il faut, comme dans la 
theorie des logariihmes, multiplier par le meme nombre tous les indices du 
premier systeme. Car soit c= 2’ et 2b", nous aurons c=!—b" ei 
nous nommerons mr lindice de c, en signes mr — Je, le sous-module tan! 
m.4.5""' et par consequent de la forme 10", si m = 2". Mais en choi- 
sissant p* pour module, on n’a pas dindices pour les multiples et les puissances 
de p. Remedions a cet inconvenient, en introduisant un indice pour le nombre 
p, et designons-le par » ou j. Alors lindice de chaque nombre «p’, ou 
y<n-—1l et « non divisible par p, aura la forme Ja- yp ou Ja-+yj. Par 
exemple, si »—=2, nous aurons des indices reels (r) pour les p(p-—1) nombres 
inferieurs a p et premiers avec p, et p—1 indices de la forme r --j pour les 
p-—1 multiples de p, en tout p(p—1)+p-1=p—I indices pour les p—| 
nombres inferieurs a p. Jl en sera de meme du module p’ et pour les 
nombres de la forme mp‘. Les indices auront la forme Jm- Ip = r-+-2j, tous 
ensemble rempliront le nombre necessaire. Il en sera encore de meme du 
module p". Soit p=>5, la base b=2. On aura b" congru a 1, 2, 4, 8 ou 
3. 16 ou 1. Mais pour le module 5° on aura b’ congru a 1, 2, 4, 8, 16, 7. 
14, 3, 6. 12, 24, 23, 21, 17, 9, 18, 11, 22, 19, 13 pour r<Z20. Joignons-y 
J5-j; a laide de cet indice on completera le canon pour le module 25: 
car J10 - 1-+j, J15 - 7-+j, J20 — 32-+j. Il ne parait pas necessaire d’entrer 


4 


dans le m&me detail pour les modules 5’, 5*, 5’ et 5", peut-etre le plus grand 
module que l’on puisse mettre en usage. Notre table mentionnee ci- dessus 
fait voir l'existence des indices dont nous venons d’exposer la theorie. La 
table construite une fois pour toutes, on opere avec les j d’apres les regles 
communes de l'algebre. Il faut seulement observer que dans les cas de 4i, 
3i, 2i, 1 les sous-modules sont 16, 80, 400. 2000. comme l’on trouvera en 


multipliant par 4 ceux mentionnes ci-dessus, le module des Tables etan! ‚2 
au lieu de 2. (Voyez Tables des indices a module 5° VI, Obs. 3.) 

En se servant des modules 2”, on est oblige d’employer, ä cöle de 
J2-j ou 2, lindice J(-1)=i. Car la base etant egal ä3 et n—5, on ne 
iire de la base 3 que 8 nombres differenis, 3° etant = 1. (Voir la table 


p. XL, X.) 


Pour les nombres 2, 3, 5, : Aue 5 Sa 5 WO > Pr Er © We ARE BE 
je trouve les indices j, 1. 3+i, 6-+i, 7, 5+i, 4, 5. 2+H,1+i, ü 
ou j, 1, 11-+, 14+:, 7, 13+:, 4,13, 10-+i, 9-+i, 8+i etc. 
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Le sous-module est ici en general 8, mais pour les indices dont j, 2, 3j, 
lj font partie, il se reduit a 4, 2, 2, 1. 

l,es indices des nombres composes derivent de ceux des nombres pre- 
miers, et dans notre Table nous avons donne ceux relativement au module 32. 
l,e tableau A. p. All donne les indices des nombres tant impairs que pairs, et 
B. les nombres appartenant aux indices. Pour le module 5° on trouve les 
indiees (p. IV— VII) et les nombres (p. I—Ill, et obs. 1, p. IV). Les indices 
j et j+5000 s’offrent iei Yun a cöte de l’autre, parce que les nombres » et 
3125—n leur repondent, el la base etant 2, le calcul s’acheve en doublant 
le moindre nombre et prenant son complement au module (chose qui a lieu 
pour toute base = 2). Ainsi J2048 etant = 44, et 5°— 2048 = 1077, J1077 
sera 5044, et J2154 — J2-+5044 = 5048; mais 44+4 = 48 = J971 ou 
— J 3125 — 2154). Les indices des nombres 5’.» et les nombres appartenant 
aux indices r.ö-+j se trouvent dans les Tables VII—X, comme nous venons de le 
dire. La theorie elant ainsi expliquee, passons a Üasage de notre table d’indices. 

usage prineipal en consiste en ce quils servent a resoudre le pro- 
bleme de trouver les n (9) derniers chiffres d’un nombre entier inconnu (x) 
et consequemment de trouver le nombre x meme, sil est inferieur a 10" (n, 
dans notre table, est inierieur a 6, mais cette limite pourra &tre surpassee, si 
quelgu un entreprend de calculer des canons plus etendus, du moins pour 5). 
Le probleme se resout par la recherche des restes r, et r, de x par rapport 
a 2” et 5”, dont on se sert alors pour determiner le reste r de x par rapport 
a 10”. Ce ecaleul soopere selon le theoreme connu: Si voa, voa, el 


q premier avec p, on a z=a. Üomparons aussi ce que nous avons dit 
vg 

sur le probleme arithmetique mentionne au commencement de cette note; nous 

ı) 


avons (en posant An =n—r) z ou r=en+5".An.d, id=1, d=3, 


= —l, d=3 d,=T. 1 est clair que cette formule donne zr, ce qu'il 


G, 
zn 


fallait. Il reste a prouver que z=r,. Pour d,,. vovez p. Xl. Pour d,=7 
pP 


yon 


nous demontrons la formule de la maniere suivante. Ona 5’ = —3 (mod. 64), 
done 9, ea 7.63 —1, par consequent nr, +5. Ann“ rn — An nr. 


De cette maniere on trouve pour les eing derniers chiffres de 877 les sui- 
vanis: 48157 (V, p. XD), et l’on en trouvera autant pour une puissance quel- 
conque. Mais nous pouvons aussi nous occuper de la question inverse: chercher 
les puissances (carres, cubes etc.) dont les cing derniers chiffres sont des 
nombres donnes a. KCela revient a resoudre la congruence x" =, a, et ’'cette 
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congruence se reduit immedialement a ces deux "= aet x"=a. Soit par 
exemple a=46357. On trouve tout de suite (a Vaide des nombres d’epreuve 
N. P. p. IX) am 21 et a= 2607 (si m= 5"). On aura done la congruence 


= - 21 a resoudre dou 5.Jce— J21 = “+: (voir Table A. p. XI); or 3.5 

etant ® — 1, on a Ja= 3 (T+i)e 34 i (acause de iO), done = N(3-Hi 
- | 

5. r, (v. Table B. p. XI). — Passons a la resolution de l autre congruence 


x’ = 2607. On trouve 5Jr — J2607 — 8260 (Table VI), d’ou (v. T. I—-IM) 


Ja = 1652 7/1652, 3652, 5652, 7652, 9652. 
11817, 2442, 3067, 567, 1192, “n.. 


Enfin il faut reunir ces restes en un seul pour le module 10° (= 32m 
moyennant les N. P.. d’apres la formule r - r,4+59°.3.Ar,. Divisons d’abord 
34Ar, par 32; nous obtenons —4, 15, 2, — 10, 7, puis multiplions par 55 (au 


moyen des N.P.) et ajoutons r,; en posant v 10 il suit r_ 89317, 49317. 
9317, 69317 ou 2917. Il est evident qu’on peut resoudre de la meme lacon 
toute congruence ax" b dont le module est egal a 2".5”, el encore si p est 
egal a 2 oud et n=d+s, on saura resoudre az" b ou apa” — b.p". 
Ainsi p. e. u 1329 donne Um + 177. + 1073. 

C'est par la reunion de notre petite table pour les eing derniers chiflres 
avec nos deux canons des modules 9091 et 9901 et avec le Thesaurus de 
Vega que nous serons en etat de caleuler commodement toul nombre inferieur 
a 9.10%", c’est-a-dire s’ecrivant avec 22 chiffres. L’enonee du probleme est 
celui-ei: Etant trouees, au moyen des logarithmes anciens et nouveaux, les 
m premiers et les n (ou 5) derniers chiffres d’un nombre inconnu T, il sagit 
de trowver, si T ne surpasse pas une certaine limite, les chiffres de T qwi 
restent encore ü determiner. Posons T= «a.10“+x.10°+b; nous connaitrons 
d’abord a, @ et b, et nous pourrons done caleuler «a.10°+b= B. Par con- 
söquent nous aurons 2.10° = T—-B= A. Appliquons-y maintenant les indices de 
nos grands modules P et P'. Nous aurons pour Fun et lautre Je = JA—5.J/10, 
d’ou nous determinerons x par la composition des restes que ces congruences 
fournissent. Soit p. e. T= 877°. I vient a= 518797, b= 48157, a—=9. 
Faisons P= 9901; le reste B’ de B suivant P se caleulera ou par nos sym- 
boles 17°’ et „10101, ou par le canon des Jr; dou B=4151. Or 
J,877 = 4699 (mod. P,), AST 5.4699 3695, done ST = 4531-T, 
et A® T— B= 380 x2.10°; mais J10- 825, done Je = J380-5.325 — 2444, 
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et x —= N2444 = 6101, ce qui sera exact, parce que T’ est plus petit que 
10° °P. Done T= 518797 |6101|48157. Ou bien ne calculons pas b, mais 
n = 51879761, @«—=7 (par le Thes. de Vega); employons de plus le canon 
du module 9091 = P’. Il viendra: T- 5753 et de la T= r+P.2009.1222 


— 4242159, d’oü l’on derivera la meme valeur de T = 877° *). 


*) Pour plus de detail et pour differents usages (dans linstruction des math£- 
matiques, dans les calculs probatoires etc.) V. les tables m&mes et les ‚„‚Afhandl. om 
tals viısare‘“. 


Lund, 1861. 

















Zur Theorie freier Klüssıgkeitsstrahlen. 
(Von Herrn @. Kirchhoff in Heidelberg.) 





Herr Helmholtz hat in seiner Mittheilung „über discontinuirliche Flüssig- 
keitsbewegungen“ *) zum ersten Male die Gestalt eines freien Flüssigekeits- 
strahles in einem speciellen Falle theoretisch bestimmt. Die von ihm dabei 
benutzte Methode lässt sich, wie hier gezeigt werden soll, leicht so verall- 
gemeinern, dass sie zur Lösung derselben Aufgabe für eine grosse Zahl von 
Fällen führt. 

Es wird vorausgesetzt, dass die Flüssigkeit incompressibel ist, dass 
keine äusseren Kräfte auf sie wirken, dass ihre Theilchen nicht rotiren. dass 
die Strömungen slalionäre sind, und endlich, dass die Bewegung überall parallel 
einer festen Ebene ist. 

Nennt man x und y die rechtwinkligen Coordinaten eines Punktes des 
von der strömenden Flüssigkeit erfüllten Raumes, parallel dieser Ebene, und 
p das Geschwindigkeitspotenlial in diesem Punkte, so ist p eine Function von 
x und y, die der Gleichung 





Tr ey 
OX oy 


m 


’ E . op 
genügt. Dabei sind ro und 





die Geschwindigkeiten parallel den Axen 


der x und der y, und, ist » der Druck, o die Dichtigkeit, so ist weiter 


7 ee), 


wo c eine Constante bedeutet. Hat die strömende Flüssigkeit eine freie Grenze, 
so muss diese einer Strömungslinie entsprechen, und es muss für sie der Druck 
ein constanter sein. Die zweite von diesen Bedingungen wird, wenn man die 
in Betracht kommenden Einheiten passend wählt: 


Ca) 


Der partiellen Differentialgleichung für . wird genügt, wenn man 
z=c+tW, V=p-+irp, 
wo 
D u v1, 


*) Monatsberichte der Berl. Akad. April 1868. 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 4. 37 
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und w gleich irgend einer Function von z setzt. Dabei ist die Gleichung 
einer Strömungscurve 

















y = const., 
und es ist 
or 
op PR op 
POT 2 Ey} Te Y’ 
Op og - 
oy 
op _ op 
) (N 
op’ + 04 
* © p\ +6 0 r B: 1 
30} Bat ie 
\op/ og 


wenn man auf den rechten Seiten dieser Gleichungen x und y als Functionen 
von g und dargestellt annimmt. Die Bedingungen für eine freie Grenze 
des Strahles sind dann die. dass für sie 


v = const. 


3) +) = 1 


ist. Es handelt sich darum, solche Functionen »® von z zu finden, dass diesen 


und 





Bedingungen genügt wird. 
Zu diesem Zwecke seize man: 
dz rw 
— f(w)-+yfi w)f( w)—1. 


und wähle die Function f(w) so, dass sie für einen gewissen Werth von w 








dw 


und für ein gewisses ‘Intervall von g reell ist und zwischen —1 und +1 
liegt. Für diesen Werth von ı und dieses Intervall von g ist dann: 





also 





d.h. die dem Werthe von w entsprechende Strömungslinie kann in dem dem 
Intervalle von g entsprechenden Stücke eine freie Grenze der bewegten Flüssig- 


keit bilden. Giebt es mehrere Werthe von , für welche f(») die genannte 




















& 





« 
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Eigenschaft besitzt, so können alle Strömungslinien, welche diesen entsprechen, 
freie Grenzen sein. 

dz 
dw 
aufgestellte Gleichung im Allgemeinen als eine mehrwerthige Funetion von 3 


Bei einer bestimmten Annahme über f(w») ist ® durch die für 


definirt. Es soll das Gebiet von z, d. h. der von der bewegten Flüssiekeit 
erfüllte Raum, so abgegrenzt werden. dass innerhalb desselben ein Zweie von 
co nicht in andere übergeht; dieser Zweig stellt dann eine mögliche Flüssie- 
keitsbewegung dar. Der genannte Zweck wird erreicht, wenn das Gebiet von 
ww auf passende Weise begrenzt wird. 

In Bezug aul die Begrenzung des Gebietes von » werde zunächst lfest- 
geselzt,. dass sie eine in sich zurückkehrende, sich nicht schneidende Linie 
ist. die aus Theilen besteht, für welche  constante Werthe hat. und aus 
Theilen, für welche g einen unendlich grossen posiliven oder einen unendlich 


rossen negativen Werth besitzt. 


die 


Innerhalb des Gebietes von & soll fiw) eine einwerthige Funelion von 
o sein. Hat man für fiw) einen Ausdruck angenommen. der eine mehr- 
werthige Function darstellt, so sollen daher aus den Verzweigungspunkten 
derselben Schnitte gezogen sein, für welche ı constante Wertlhe hat. 

Weiter soll auch Yf(o)fiv»)—1 zu einer einwerthigen Function von » 
gemacht werden, indem aus denjenigen Punkten, für welche fio)= +1 ist, 
Schnitte gelegt werden, für welche w constante Werthe hat. Für einen Punkt 
des Gebietes von & kann dann noch über das Vorzeichen der Wurzelerösse 
verfügt werden. Sind Punkte vorhanden, für welche /(w) unendlich oder un- 


endlich gross *) ist, so soll für einen dieser Punkte 


Le) 
Fof@)-1 = +f(w 


semacht und vorausgesetzt werden, dass für sie alle dieselbe Gleichung besteht. 





Ferner werde angenommen, dass die Function fi») »ur in ihren Ver- 
zweigungspunkten unendlich wird, wenn sie es überhaupt wird: und auch 


hier nur so, dass, wenn f(w,) unendlich ist, 
v—o,fiw) 


sich der Null nähert. wenn »& dem Werthe w, sich nähert. 


*) Ich nenne unendlich das Reciproke von Null, unendlich gross das Reciproke 
einer unendlich kleinen Grösse. 


37 % 


I 
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Innerhalb des bezeichneten Gebietes von ® ist dann z eine einwerthige 
Function dieser Variablen, und zwar eine, die nirgend unendlich wird. 

Nun betrachte man w als Function von z. Das Gebiet von z, welches 
dem angenommenen Gebiete von & entspricht, erstreckt sich nicht durch die 
Unendlichkeit und ist begrenzt durch eine in sich zurücklaufende Linie, die 
zusammengesetzt ist aus den Linien, deren Gleichungen 9=— x und 9=+x 
sind, und aus Strömungslinien; ein gewisser Theil der letzteren kann als freie 
Grenze der bewegten Flüssigkeit, der andere als feste Wand angesehen wer- 
den. Innerhalb dieses Gebietes von z hat »& keine Verzweigungspunkte, da 
dz 


da 


die Grenze des Gebietes von z sich selbst nicht schneidet, ist daher innerhalb 


in keinem Punkte desselben verschwindet. Unter der Bedingung. dass 


desselben » eine einwerthige Function von 2. Es ist diese vollkommen be- 
stimmt, sobald man noch einen Werth von z als entsprechend einem gewissen 
Werthe von w festsetzt. 


Ein Beispiel, welches eine Verallgemeinerung des von Herrn Helmholtz 
behandelten Falles bildet, erhält man, wenn man 
fo) = k+e” 
setzt. wo # — wie auch in den folgenden Beispielen — einen positiven echten 
Bruch bezeichnet. und das Gebiet von ® durch die Linien 
v—=ß(, y—=—Xx, 
v=n, = -+% 
begrenzt. 
Der für f{») angenommene Ausdruck ist einwerthig:; die Verzweigungs- 
punkte von yfio)f\o)—1, welche nicht ausserhalb des bezeichneten Gebietes 


lieoen. sind die Punkte 


p=-—log(1-k), v0, 
o=—log(1-+k), et 


sie lieeen in der Grenze dieses Gebietes. und es darf deshalb dasselbe nicht 


durch Schnitte weiter begrenzt werden. 
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Die Gleichungen der Grenze des Gebietes von ® sind zugleich die 
Gleichungen der Grenze des Gebietes von z. Nimmt man an, dass 


für y=-—le(l+k) und ven 
= =V und y=0 
ist, so sind diese Gleichungen entwickelt die folgenden. 
Für v=n und g<—Ig(1+k) ist 
y —( / —( 2 1 
= = / (k -er— ykh—e '’—1)dy, 
— 12 (14%) 
y=VQ. 
wo die Wurzel — wie auch später jede Wurzel aus einer positiven Grösse - 


positiv genommen werden soll. Durch diese Gleichungen wird die positive 
Hälfte der &-Axe dargestellt; dieselbe ist als feste Wand anzunehmen; an sie 
schliesst sich im Anfangspunkte der Coordinaten eine freie Grenze; für diese. 
nämlich für v=nr und > —Ig(1-+%), ist 
he 
m / (k-—e ’)dy, 


« 


— le (14-k) 





" ah 
y=— y1—-(k-e?)dy. 
Jahn 
Ferner findet man für v=0 und << —Ig(1—k) 


’p . i —— 
2 = ["(ktert rer T)ta, 


—lo(1—k) 





vos 


und für v=0 und > —Ige(1—%k 


UPON 
= / k+e"t)dg-+a. 


— lo (l—k) 
y ir u 
y= - fVI-lkre Prdp+b, 
f- ) 
wo 
a = kg an. -3- „iR, 
b= —Rnk. 


Der erste Theil der Strömungslinie v=0. der eine der z-Axe parallele, bis 
zum Punkte e=a, y=b gehende Gerade ist. ist als feste Wand, der zweite 


Theil als freie Grenze des austretenden Strahles anzusehen. 
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Fig. 1. Der ungefähre Verlauf der Linien y=n 

J und „=0 ist in Fig. 1 dargestellt. 
Die Vervollständigung der Begrenzung 
des Gebietes von z wird gebildet durch die 








4 Linie = —%x, d.h. 
er 2 = kp — 2er cosw-+ a, 
y= ?2kw-+ Re”? sinw-b, 
| 2 x. und die Linie y=+mw, d.h. 
ti, oO 


z = ky-+r 1—R W—+ 4b. 

y= kw—yI-kg+b, 

wo a,. db). a,. b, Constanten sind. deren Werthe leicht angebbar und theil- 
weise benutzt sind bei der Berechnung von a und b. Die erste von diesen 
beiden Linien lässt sich bezeichnen als ein Halbkreis, der mit einem unendlich 
orossen Radius um den Anfangspunkt der Coordinaten beschrieben ist; die 
zweite ist eine Gerade. die in unendlich grosser Entfernung vom Anfangs- 
punkte senkrecht zum Strahle steht; der Strahl bildet hier mit der positiven 
x»-Axe einen Winkel. dessen Cosinus = # ist. 

Lässt man #—= 1 werden, so wird a unendlich, der Punkt a, b rückt 
in die Unendlichkeit; das Gebiet von »® kann man dann durch die Linien w=n 
und = —r statt durch die Linien w=n und w=0 beerenzen; dadurch 
kommt man zu dem von Herrn Helmholtz behandelten Falle, auf den Fig. 2 
sich bezieht. 

Fig. 2. Fig. 3. 


y 4 














Macht man k=0, so wird b=0; die Begrenzung der bewegten Flüssig- 
keit ist dann die Fig. 3 dargestellte. 
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Als ein zweites Beispiel möge der Fall behandelt werden, dass 
fivo) = k+—, 
ist. und das Gebiet von »& sich nach allen Richtungen ins unendlich Grosse 
erstreckt. 

Um fi») zu einer einwerlhigen Function zu machen, lege man von 
dem Punkte = 0 aus einen Schnitt, für den w=0O und g >0O ist. und 
setze fest, dass für 9=+0 und v»= +0 der reelle Theil von yw positiv ist. 
Die Verzweigungspunkte von yf(w)f(w)—1 sind die Punkte, für welche 


an Se 


yw 7) 
ist; sie liegen alle auf dem schon gezogenen Schnitte, erfordern also nicht 
die Legung neuer Schnitte. Was das Vorzeichen von yf(o)f(w)—1 betrifft, 
so muss dasselbe nach den „_emachten Festsetzungen so bestimmt werden. 
dass der reelle Theil dieser Wurzelgrösse für 9=+0 und v= +0 positiv 
ist. Endlich werde angenommen, dass ® und z gleichzeitig verschwinden. 
Zur Grenze des Gebietes von z sehört die Linie. für welche ı — O 


und  >0 ist. Diese Linie setzt sich aus mehreren Theilen zusammen. die 


zu unterscheiden sind. Für w=-+-0 und Op<Z- A is! 
Er BEN 
z : J (h u vp E % | Ch 2 r Y ) Kain 1) dp. 
v0, 
für v—= —0 und O<g-= re 
An Tu nn 
uB.. . . l \ 
= Saar, 
y=V. 


Diese Gleichungen stellen einen Theil der zc-Axe dar. welcher als 


feste Wand anzunehmen ist. Benutzt man. dass 


NYıa+-y-ı1a 
JYa+ 7) -1dg 
WE en | . / ) \ 
kyyg+1)—y- mg Arcsin (1—-A)yp—k) 


A—k)yp—k 
ee 





ist. so findet man für die Endpunkte dieses Theiles 
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1+-k— k’ 1 ı \ 
2 = 3- - ; -(—+taresink 
(—k)(1—k‘) ar ) 
und 
1—k— ki i nt i 
e = —?2 And) ap (> -aresink), 
wo aresink zwischen O0 und 7 zu wählen ist. 
”. | 1 ’ 
Für v=+0 und 9 > Am ist 
Ge 1 dy 1 \ 
7 Then Se Fade kai a 2, 
. ” 1 
und für v= —0O und p > Arm? 





EN 1 dy = —y MEN I ; 
5" age "WR a Aa Sr 








Die Linien, welche durch die Integrale dieser Gleichungen dargestellt 
werden, wenn man die Integrationsconstanten so bestimmt, dass sie von den 
eben bezeichneten Endpunkten der festen Wand ausgehen, sind freie Grenzen 
der bewegten Flüssigkeit. Die übrigen Grenzen des Gebietes von z liegen 


im unendlich Grossen, wie daraus hervorgeht, dass für = x 


dz 


— k-iyl-®R 





dw 





ist; diese Gleichung zeigt zugleich, dass 


Y in unendlich grosser Entfernung vom An- 


fangspunkte der Coordinaten die Strömung 


mit der Geschwindigkeit 1 in einer Rich- 


tung geschieht, die mit der z-Axe einen 


Winkel bildet, dessen Cosinus = %k ist. 





Fig. 4 veranschaulicht die Grenzen 


N des Gebietes von z; ausser diesen ist in 


# 


und 9 <Z0 ist, angegeben. 


ihr noch die Strömungslinie, für die v=0 
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Noch ein Beispiel möge 
fio) 


und es variire w von —ıı bis 


Von dem Punkte 


g>0 ist, und setze fest, dass für 9=+0 und w 


fo) positiv ist. Die Verzweigungspunkte von yfio 


Punkte 
0 —O 


die beide aul dem gezogenen 


:() aus leere man einen 


und 
Schnitte 


angeführt werden. Es sei 
k; 
1%] eu’ 
7, p von —w bis +x. 


f uw 


lo (1— k . 


sich 


167) ee 


befinden. 


Schnitt. 
+0 der reelle Theil von 


Das Vorzeichen 


297 


für den w=0, 


I sind die beiden 


der 


Wurzelgrösse yf(o)fio)—1 ist dadurch bestimmt, dass ihr reeller Theil für 


g=+0 und v=-+0 positiv sein soll. 


3 gleichzeitig verschwinden. 


Zur Grenze des Gebietes von 2 


v=0,. pp >VÖ ist. 


Für v=+0 und O0 << —Ile(1—#) ist 


4 i 
x =J h- — — 2 £ mer -1)dy, 
Eu!’ 
für v= —0 und O<y<—lge(l—#) 
„ pr 
- wi; (= -— r] grey 1 )dy. 
y=d. 
Diese Gleichungen stellen einen Theil der r-Axe dar, 


anzunehmen ist. 


keit die Linien. für welche 


ıv m 40, 
also 
da Eu hi 
dp ] | ma 
und 
v—= —U. 
also 
dx 2 h 
dp F yi— es 
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k } 


> —-Igli-R), 


_ 


4 

dg 1—e"9 
> —lgi-R), 

dy ne 1 Di k? 

dp | | | e 

38 


Eindlich setze man fest. dass ® und 


gehört zunächst die Linie, für welche 


Diese setzt sich aus den foleenden Theilen zusammen. 


der als feste Wand 


An ihn schliessen sich als freie Grenzen der bewegten Flüssie- 
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ist. Die übrigen Grenzen des Gebietes von z sind die Linien v=—ı, w=-+ır, 
9=—%x,gG X. 

Für w= —ır ist | 
dc k dy er 
get NT ihr 

für v=-+n 
dx k dy E /4 k? , 
dp yi-+ Pe dp } 1+e-9 ’ 
diese beiden Strömungslinien sind in ihrer ganzen Ausdehnung freie Grenzen. 
dz 
Für = —o ist — = -i, 
/ dw 
. | dz aa 
für y=+x, v<ß0: = — k—iyl1—K, 
dw 
und füı | >60 - k—-iy1—% 
 =+x, w>0: = k-iyi—k. 
/ rx, W_ do 
Für y=—x ist hiernach y=+», 
Fig. 5. . M . . 
und die Strömung geschieht mit 
4 der Geschwindigkeit 1 in der Rich- 
tung der negativen y-Axe; für 
Y f Be + “ ® ist = == + s »R Y — x, 
und die Strömung geschieht mit der 
Geschwindigkeit 1 in einer Rich- 
tung, die mit der positiven z-Axe 
| We einen Winkel bildet, dessen Cosinus 
er . I, . 
+“ = 3 


In Fig. 5 sind die Grenzen 
der bewegten Flüssigkeit für diesen 
Fall dargestellt. 


Heidelberg, Mai 1869. 


—— iin 
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Ueber die Integration lineärer totaler Differential- 
" > .g 27 > .. “anıi 
gleichungen, denen durch ein Integral Genüge 
geschieht. 


(Von IHerrn Paul du Bois-Reymond ın Heidelberg.) 


Ien habe in meiner Schrift: Beiträge zur Interpretation der parliellen 
Differentialgleichungen *) $. 1 eine neue Methode entwickelt, um das Integral 
einer lineären totalen Differentialgleichung mit drei Variabeln. wenn sie durch 
ein Integral befriedigt werden kann, mit dem Integral nur einer gewöhnlichen 
Differentialgleichung erster Ordnung in Zusammenhang zu bringen. und habe 
auch dort schon bemerkt. dass diese Auflösunesmethode sich ausdehnen lasse 
auf Differentialgleichungen mit » Variabeln und einem Integral, dessen Auflin- 
dung dann auch von der Auflösung nur einer gewöhnlichen Differentialgleichung 
erster Ordnung abhängt. Die damals angekündigte Ausdehnung wird in $. 5 
und $.6 dieser Mittheilung gegeben. In den voraufgehenden Paragraphen 
wird ihre geomelrische Grundlage, die Auflösungsmethode der Differential- 
gleichungen mit drei Variabeln, indessen in vollständigerer Weise, als a. a. 0. 
seschah, entwickelt, wobei ich bemüht bin. den Unterschied der zwei ver- 
schiedenen Formen hervortreten zu lassen. welche man der in Rede stehenden 
Methode ertheilen kann, ein Unterschied, der bei der Ausdehnung auf » Va- 
riabeln die beiden Formen der seomeltrischen Methode in zwei wesentlich 


verschiedene analytische Methoden auseinanderführt. 


8.1. Die Auflösung der Gleichung Xdx + Ydy-+Zdz =), wenn sie durch ein Integral 
befriedigt werden kann, wird nach einer ersten Metliode bewerkstelligt. 
Ich nehme an, die Differentialgleichung: 
1.)  Adr+Ydy+Zdz = 0 
lasse sich durch ein Integral befriedigen, d. h. sie lasse sich auf die Form 
bringen: | } | 
oc OL O0 
m “ dc+ — ä dy+— ’ ds) =, 
OX oy ° 02 


= 


*) Leipzig, 1864, bei Ambr. Barth. 


= 
J 
ac 
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wo M und g zwei Functionen von x, %, 3 bedeuten, und p(x,y, 2) = const.— e 
das Integral von (1.) ist. 

Wir können g(z,y,2)=c als die Gleichung einer Oberflächenschaar 
ansehen. Dann ist die Differentialgleichung Adre-+Ydy-+Zds=0O die Dif- 
ferentialgleichung aller auf allen Oberflächen jener Schaar denkbaren Curven. 
Es handelt sich nun darum, wenn M nicht gegeben ist, g zu finden. 

Es seien die Gleichungen: 

a=y(T, Y; 3), 

b = Kılz, Y» 3) 
von zwei anderen Oberllächenschaaren beliebig gegeben. Diese Schaaren liefern 
auf jedem Individuum der Schaar Y(x,y,z)= e zwei Schaaren von Durch- 





schnittslinien, die daselbst ein Coordinatensystem bilden. Wir wollen jetzt 
unser Augenmerk richten auf drei Punkte derjenigen Oberfläche y = c, welche 
durch einen festgedachten Punkt %, mit den Coordinaten x). %0, 3, geht. Die 
Gleichung dieser speciellen Oberfläche ist dann p(x, Yy, 2) = Y (x, Yo, &,) oder 
kürzer = (ff. 

Der erste jener drei Punkte ist der Punkt ®,. Wir gehen von ihm 





aus auf der Durchschnittslinie der ihn passirenden Oberfläche b=y, mit y=Y, 
bis zu einem beliebigen Punkt ®, mit den Coordinaten &,, %ı,» 3, Welcher 
der zweite jener drei Punkte ist. Endlich vom Punkt 'B, gehen wir auf der 
ihn passirenden Durchschnittslinie einer Oberllächke a=y mit =, bis zu 
einem beliebigen Punkt ‘5. dem dritten jener drei Punkte. 
Man erhält die Dilferentialgleichung einer Projection der Durchschnitts- 
linien von = g, mit «=y durch Combination der Gleichungen 
Adxe+Ydy+Zdz=V und a=z, 0=dy 

zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung mit zwei Variabeln *). Das In- 
tegral dieser Dilferentialgleichung sei: 

f(\®, Y, 2; a) SER is 
Ebenso findet man 

"ayy;s,b) = © 
als Gleichung einer Projeetion der Durchschnitislinien von =, mit b=%, 


*) D. h. man eliminirt aus diesen Gleichungen entweder eine der Variabeln 
x, y, » und ıhr Differential, oder man führt für z, y, 3 drei neue Variabeln ein und 
verfährt ebenso; ım letzteren Falle werden im Integral der Differentialgleichung, wenn 
man für die neuen Variabeln die alten x, y, z zurücksetzt, im Allgemeinen diese 
sämmtlich explicite vorhanden sein, deshalb ist in dem Integral f(x,y,2,@) =c, der so 
erhaltenen Ditferentialgleichung hier und in den folgenden ähnlichen Fällen keine der 
Varıabeln &, y, 3 ausgelassen. 
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durch Combination der Gleichungen Adr+Ydy+Zdz=0,. b=y,. 0 = di, 
zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung mit zwei Variabeln und Integration 
derselben. 

Nun sind die Coordinaten &,. Yu» 20: Tı» Yı, &,; x, y, 3 der Punkte 
Pu, Pı, 'P enthalten in den Gleichungen: 


D = Xı (80 Yo, 30) > b = Zı(Tı, Yı3 21)» 
s=f (zu, 40; 30,0); sfr ss), 
t = FA nr 2)» a —=yı\T,y, 2). 

C . fi, Yı» 1» a, ’ = fix, Y; D, 77 ' 


die man kürzer schreibt: 
f(z, y, 3,0) — f(&ı, Yı; Zı, @ 0. 
12,4,8) = 4 
04,8) = 6, 
"(01 Yı5 34,5) -f (a0 Yu» 21,5) = O, 
YılEıs Yı> 2ı) b, 
Alla You) = BD. 
Aus vorstehenden sechs Gleichungen folgt dureli Elimination von a, b, &,, 9, 2: 
eine Gleichung in €, Y, 3: Zu. Yo» Zu, die. u, Yu, %, als constant gedacht, 
zwei von den Variabeln x, y, z willkürlich lässt, mithin mit dem Integral 
(X, Y,2) —Y(Xu» Yu» 20) = OÖ identisch sein muss und auf die nämliche Form 
muss gebracht werden können. Ich werde zu dieser Integrationsmelthode ein 
Beispiel geben. 
Das Integral sei: 
e=yp=r(y+2). 
Dann ist die Differentialeleichung unter Fortlassung des Multiplicators x: 
2(y+2)de+rdy+cds = 0. 


Die beiden Oberflächenschaaren seien: 


a=NıN -#, 
b=y 1 


Durch Einsetzung von y und z aus diesen beiden Gleichungen in die Diffe- 
renlialgleichung erhält man diese beiden gewöhnlichen Differentialgleichungen: 
sardce+rRzde+ xds = UV, 


br de + ?2ydıc+ xdy 0. 
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deren Integrale sind: 
c, = f —— ar’ E= x'2, 


o=f'=br’+ry, 
woraus folgt: 
f(z,y, 2,a) = f(&.Yı, 23,0) =zar+rz =ari+riz, 


f(&ı 3 Yı, 21, 5) = f (0, Yu, 20, 6) = br + aiyı = beit wi Yo- 


ü ‚ . Ra . ? Q . 
In die obere Gleichung hat man nun für « einmal ’_, dann 7 zu seizen. ın 
L£ I ; 
1 
die untere für b einmal > dann - Man erhält so diese vier Gleichungen: 
i ri 
z(y+2) = zi (m, y+23,), 
T (a +23) = 2 Yı +2)» 
3 N \ ? \ 
I, Yı ” 31) — T\,; Tu} 2 2 TI, Yu, Eu 
> \ ® { 
Tut uyı) = EulYot 3u)- 


Aus diesen vier Gleichungen muss durch Elimination von x. Yı, 3 die Glei- 
chung x’ (y+z) = a,(yu+2,) folgen. Man überzeugt sich leicht davon. dass 
dies der Fall ist. indem man die Gleichungen etwas umformt. Man ziehe 
nämlich von beiden Seiten obiger Gleichungen der Reihe nach ab: 


> 
> 


or Y, T2|, 2, Yı n X Yu 


Dann lassen sie sich schreiben: 


( y 4 Z ) ( z’ oc =) — Ti, \ op 2, Dust I zZ ) " 
I - ns rn .- - - \ 

Yırz ) CT TE) = TI(T2, 7,2), 
R wirt; K >‘ u n:. ; \ 

Yır?ı, 2) = To Yu Cufı) >» 
\ 3 we‘. ur = \ 

Yot zo) U) = DT Yy— Tor): 


Nun liefert die Division der ersten und zweiten Gleichung: z’(y+z)=x; (yı+2:) 
und die der dritten und vierten: x, (y,+2,) = z,(Yy,+3,), aus welchen beiden 


Gleichungen sich durch Vergleichung das gesuchte Integral in der verlangten 


| 


Form 2 (y+3) = z,(y,+ 3,) ergiebt. 


$S. 2. Specialisirung der allgemeinen Methode des 8.1. 


Die eben auseinandergesetzte Methode hat die allgemeinste Gestalt, 


welche man ihr geometrisch geben kann, insofern sie in Bezug auf die Punkte 


P, und ‘P vollkommen symmetrisch ist. Giebt man aber diese Symmetrie 
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auf, so lässt sie u. A. folgende nützliche Vereinfachung zu. Zunächst kann 
man. wenn es sich nur darum handelt, das Integral = e zu finden, den 
Punkt ®, auf einer festen Oberlläche liegend annehmen, also stalt der Schaar 
z,=b eine einzelne Oberfläche 4%,=0 einführen. Dadurch wird die Integration 
der zweiten Differentialgleichung erleichtert, denn sie enthält einen willkür- 
lichen Parameter weniger. Auf der Oberfläche 7, =0 wird man dann noch. 
um die Integrationsconstante in nur eine Grösse zusammenzufassen. eine Curve 
festsetzen, in der der Punkt 9, zu liegen hat. Nehmen wir beispielsweise an 
xia,4,3)=31=40, a,Yy4,3)=y=VU, 
und setzen fest, dass W, auf der e-Axe liege, so sind die Coordinaten der 
Punkte 9, P,., Pu respeclive: 





=2, y=9Y, 5; en, yzı, si) sei HS 5 = 
und die Integrale: 
f(2,9,3,0)-fl2,,91ı,3s0)=0, f (215 Yı, 31,0) —f (zu Yo, 20,6) = 0 

werden, wenn man 3 für a, und O für 5 schreibt: 

f(x, y, 3, 3)-f (2,0, 2,3) = Ö, 

er 21,0,2,)—f"( 2.0. 0,0) 0. 
Aus beiden Gleichungen x, eliminirt. erhält man das Integral y = c, worin e 
durch x, ausgedrückt ist. Setzt man A=w(r,y,3). Y=w, (a@,y,3), Z=w,(x,y,2). 
so kann man die abgekürzte Methode als Regel so aussprechen. Man integrire 


erstens die Gleichung 


yv(z,y,3)de+w(z,y,2)dy = U, 
indem man z als constant behandelt. Ist F(r,y,3) = ce das Integral, so bilde 
man P(x,y,2)—- P(x2,,0.2)=0. Ferner integrire man die Shane 
v(2,0,2)de-+y,(x,0, 2)dz = V. 
Ist #,(x,3) = ec, ihr Integral, so bilde man #, (x,.2)— 7(x,.0)=0. Eliminirt 


man hierauf x, aus ?(z,y, 2 )— ?(x,.0.2)=0 und # (x.2)—- Fx,.0)=0, 
so erhält man das Integ al von wde-+ ww, dy-+ w,ds =0, in welchem x, oder 
auch F(x,,0) die Integrationsconstante ist. Diese Regel ist nicht neu. Sie 
kommt völlie überein mit dem von Herrn Vatani*) zur Integration der Gleichung 
Ade+Ydy+Zdz = 0 angegebenen Verfahren. und ist allerdings, wie er be- 


merkt, dem gewöhnlichen Verfahren vorzuziehen. da bei dem gewöhnlichen 


*) Bd.58, pag. 304 dieses Journals. 
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Verfahren, unter Nichtbenutzung naheliegender Vortheile, die Auflösung zweier 
Differentialgleichungen verlangt wird, von denen die zweite erst nach Integration 
der ersten aufgestellt werden kann, bei dem eben entwickelten dagegen aber 


beide aufzulösenden Differentialgleichungen gleichzeitig aufgestellt werden. 


IN 


.3. Die allgemeine Methode des $.1 kann so abgeändert werden, dass nur eine 
gewöhnliche Differentialgleichung aufzulösen ist, die aber einen willkürlichen 
Parameter mehr enthält. 


Die Ersetzung der beiden Diflerentialgleichungen, deren Auflösung die 
allgemeine Methode verlangt, durch eine liegt sehr nahe. Statt zwei Ober- 


llächenschaaren a=y(2,9,3), b=%(2,y,3) einzuführen. kann man eine 





Schaarschaar O(x,y,3,«@,5)=0 einführen. Indem man dem Parameter 
beliebig viele numerische Werthe ertheilt, erhält man beliebig viele Ober- 
flächenschaaren. deren variabler Parameter « ist. Combinirt man also die 
Gleichungen Xde+Ydy+Zdz=0, 9=0, dO=0O zu einer gewöhnlichen 
Dilferentialgleichung mit zwei Variabeln, sucht das Integral F(r,y,2,0@,P) = ce 


dieser Differentialgleichung, giebt darin dem 5, z. B. einmal den Werth 0. 





einmal den Werth 1, schreibt im ersteren Falle a stalt «, im zweiten 5b statt 


«, und bildet die Gleichungen: 
F(z, y, 2, a,0)—-F(iz,, yı,2,4,0) =, 
F (x, , %ı, 31, d, 1)— Fix, Yu, 2,5 5,0) =, 
so sind diese beiden Gleichungen die nämlichen, wie die Gleichungen 
fiz,y,3,a)-f(&1; y»2,0)=0, f'(&ı Yı, 2315 6) —f (u Yo, 20,6) =O 
des $. 1. und liefern gleichzeitig mit den Gleichungen 
(2, y,2,04,0)=0, O(zı,Yı; 3,,0,0)=0, 
92; 4, hei Ida i)= 0 
durch Elimination von x,, Yı, 3. a, b das Integral der Gleichung 


Xdxe-+Ydy+Zdz = 0. 


aarr . . . D u 4 ? Pd 
Führen wir im Beispiel des $.1 statt der Schaaren o—., er 
. . N ? . S . . . . . ® 
die Schaarschaar @ = (1-3) +P-- ein, eliminiren z. B. x zwischen dieser 
x L 


Gleichung und den Gleichungen: @ dr = (1—P)dy+Pdz, 2 'y+3)da+xdy+xdz —=0, 


so ist das Integral der resultirenden: y=(y+z)((1—-/)y+Pz). Wenn in 
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.. TE IE ’ | | on 
den Gleichungen « = (1—P, — a y=(y+z)((1—-P)y+Pz)' einmal %=0, 


einmal 5 =1 geseizt wird. und im ersteren Falle « und e,. im zweilen b 


Bu . . . ! o 
und ce, für « und y geschrieben wird, so folgt: a = —, c—=(y+z)y’ und b i 
LE e P u 
) ? ı p 1° . . 
©=(y+z2)z. Oder au a= a, c, = (y+z)y folgt durch Elimination von y: 
5 ü L s ö .. : 
co =ax’+r'z, aus b= —, c,—=(y+3)3° folgt durch Elimination von 32:0, —=b.ir'-Hx’y, 
L . B . 
' c C, ei u “ 
wo 4= nn G=7r Wir haben nun die nämlichen Integrale e, = f, & = 
( ) ä i 


wie im $. 1, so dass die weitere Rechnung mit der dort angestellten identisch 
sein würde. 

Die Modilication der allgemeinen Methode, welche in diesem Para- 
graphen mitgetheilt wurde, dar! im Allgemeinen kaum als eine praclisch nütz- 
liche angesehen werden. Denn, wenn allerdings eine Dilferentialgleichung 
weniger aufzulösen ist, so enthält die noch aufzulösende Differentialgleichung 
dafür einen willkürlichen Parameter mehr, und die ihr genügende Funelion ist 
daher schwerer zu definiren. Bei totalen Differentialgleichungen mit mehr wie 
drei, allgemein mit z Variabeln, dürfte die analoge Modification, die $.5 ge- 
zeigt wird. dagegen wirklich nützlich sein, da sie die Anzahl der zu inte- 
srirenden Dillerentialgleichungen auch dort von » auf eine herabsetzt. durch 
Einführung nur eines willkürlichen Parameters. Im Uebrigen exislirt auch eine 
Methode die Auflösung der Gleichung Xde-+Ydy+Zdz=0 von der Auflösung 
einer gewöhnlichen Differentialgleichung mit nur einem willkürlichen Parameter 


abhängig zu machen, wie im folgenden Paragraphen gezeigt werden soll. 


$S. 4. Eine andere Auflösungsmethode der Gleichung Xde+ Ydy+Zdz2 —=(), die 
sich zu der des $.1 ähnlich verhält, wie Polarcoordinaten zu gewöhnlichen. 

Wir führen statt der beiden Schaaren 2=a, 4=b eine einfache 
Schaar == « ein, deren Individuen sämmtlich durch den Punkt W, der Ober- 
fläche 9= ec gehen. Die Durchschnittslinien der Schaar mit der Oberfläche 
p= ec bilden dann auf dieser eine Curvenschaar, welche sich zu den Durch- 
schnittslinien von gy=e und z=a, %=b ähnlich verhält, wie Polarcoordinaten 
zu gewöhnlichen Coordinaten. Vermöge dieser Construction wird von den 
drei Punkten P,, Pı, P der mittlere P, ausgelassen, so dass man direei vom 
Punkt 9 zum Punkt 9, gelangt, statt auf einer 


gebrochenen Linie über V, zu 
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sehen. Man erhält eine solche Schaar Z=«, deren Individuen den Punkt 
7,» Yu. 3, enthalten, am allgemeinsten, wenn man die Gleichung einer Schaar- 
schaar aufstellt für einen beliebigen Punkt x, y, 3: 

O(z,y,2,0,b) = Ö 
und für den Punkt x, Yu, &: 

an) = VO 
und aus beiden Gleichungen den Parameter 5 eliminirt, wodurch man finden möge: 


= (2, Y, 3, 2%, Yo; 3) = 0. 


Dies ist dann die Gleichung einer nach dem Parameter « variabeln Ober- 
llächenschaar. deren Individuen den Punkt %, enthalten. 





Analog der Methode des $.1 hat man jetzt die Gleichungen: 
Xdıc+Ydy+Zdz=(0, Z=o, dE=0 
zu einer gewöhnlichen Differentialgleichung mit zwei Variabeln zu combiniren, 
deren Integral sei 
fix» Y, 2, &» Yu, 20, a) = 6, 


welches man, da &, y, 3 für jeden Werth von e die Werthe &,, Yu, 3, an- 





nehmen können, auch schreiben darf: 


» 5 » \ 
[ız, Y» 2, LTE Yıs Ss 0.) — 10 Yo» Zus I) Yu» Ze v2 BER 0. 





Wenn « hieraus und aus Z=« eliminirt wird, erhält man wieder das Integral 
==e. Bemerkenswerth ist diese Methode dadurch, dass man vor der Integration 
der Dilferentialgleichung die Integralionsconstante, nämlich die Coordinaten «,, 
Yo» Z,, In die Differentialgleichung einführt, was, wenn sie die geeigneten nume- 
rischen Werthe haben, unter Umständen eine grosse Erleichterung gewähren 
kann. Da man aber im Allgemeinen das Integral mit der willkärlichen Con- 
stante braucht, so müssen wir die Methode so abändern, dass die Coordinaten 
Cs Yo» &, erst nach der Integration und nicht in der Differentialgleichung selbst 
auftreten, da wir sonst in der letzteren mehr wie einen neuen willkürlichen 
Parameter haben, nämlich « und die Coordinaten &,., %, &u- 

Dies vermeiden wir, indem wir statt der Schaar Z=0 eine Schaar 
/I=c« anwenden, deren Individuen sämmtlich die nämliche Curve z(r,y,3) 0, 
,(2,9,3) 0 passiren. Die Combination von //=e, dHT =, Adax-+Ydy-+ Zdz = 
zu einer gewöhnlichen Diflferentialgleichung mit zwei Variabeln, die Umfor- 


mung ihres Integrals, die Elimination von «, alles dies geschieht wie oben. 


Der Unterschied ist nur der, dass die Diiferentialgleichung ausser « keinen 


> 
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neuen Parameter enthält neben solchen. die schon in den Coeflieienten X. Y. Z 
etwa enthalten sind. Wir specialisiren diese Methode wieder, indem wir für 
die Schaar //= « einfach die Schaar der sich in der z-Axe schneidenden 
Ebenen y= oz nehmen. Dann kann man die Methode als Regel so aus- 
sprechen. In: 

v(z,y,2)de+w,(z,y,2)dy+w,(z,y,z)ds = 0 


setze man or slall y, «dx statt dy, löse die sich ergebende Differentialeleichung: 


v(z,ax,z)tow (x, or, 3)\de-+yn(x, ox,2)dz 0 
auf. Ihr Integral sei f{x,2,@e)=e. Dann ist: 
. Y\N\ n N 
(2.3.7): 0, 20, I) 
/ > .- x / \ RT r 


das Integral der Differentialgleichung vde+w,dy+ wn,ds—=0, und z, ist die 
Integrationsconslanle. 

Diese Methode wird unbrauchbar. wenn die Individuen der Oberflächen- 
schaar = e sämmtlich denselben Punkt der z-Axe schneiden, oder in die 
z-Axe erst im Unendlichen gelangen. Dann hat man für y und dy, z. B. ihre 


1} 


aus der Gleichung y— y, = e(2— x,) gezogenen Werthe zu setzen. wenn die 
Schaar = e die Linie 2 = r,. y = y, in einer Schaar von Punkten schneidet. 
Ist z.B. = xyz = ce, so wird man von der Substitution y—- 9, = «(= — a) 
Gebrauch machen müssen. Man hat die Differentialgleichung: 
dizyz—c}t = ysde+azdy+ayds =. 

Die Elimination von y und dy liefert: 

sdeiy,+2or—ax,!+xde|y,-+ 0 2—%)\ 0. 
Diese Gleichung hat zum Integral 

ziytelce—z,)!\z = ce. 
Bestimmt man die Constante ce, indem man x. z, statt x, = schreibt. so folgt 
ce=7,Y,3, und wegen y=y,+e(r—x,) erhält man das Integral y=e in 
der Form 
zy3 = ZuYoZo 

zurück. 

Ich gehe jetzt dazu über, beide Methoden, die im $.1 u. If. entwickelte 
und die im $. 4 dargelegte, für Differentialeleichungen mit » Variabeln,. denen 
aber durch ein Integral genügt werden kann, analvlisch zu verallgemeinern. 
Wenn nun jene Methoden durch die analytische Behandlung auch für Dilferential- 


39 % 
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oleichungen mit drei Variabeln einen allgemeineren Charakter als die geome- 
irischen. aus denen sie hervorgegangen, gewinnen, so wird man doch bei einiger 
Aufmerksamkeit die letzteren in ihnen wiederfinden, weshalb ich glaube, die 
ausdrückliche Nachweisung dieses Zusammenhangs unterlassen zu dürfen. 
Auf die ähnliche Behandlung von Differentialgleichungen mit mehr In- 
teeralen einzugehen, bin ich gewisser algebraischen Schwierigkeiten wegen 


noch nicht genügend vorbereitet. 


$.5. Verallgemeinerung der Methode des $.1u. ff. 
Es sei die Differentialgleichung: 
EXdxı = A, de, +X:.do +: +A,de, 


vorgelegt. von deren Coeflicienten angenommen wird, dass sie auf die Form 








r - ot ‘ . .. ae . 
X,=4ı- ,p=1,2,...n gebracht werden können, wofür beiläufig die Be- 
OX, i j 

dingung sich wie folgt symbolisch ausdrücken lässt: 

| SE I ° 

F2 f2 r n r 4 ‘ 

Bi | 0X, 0X, 0X,|, pgr=1,2,...n. 
> 1 1 
O%, OL, OL, 


Es handelt sich darum, wenn 4 nicht bekannt ist, das Integral 


P(Ls5 Cry...) = constans 
zu finden. 
Wir führen in die Differentialgleichung FXdxr =(0, für die x, m ver- 
schiedene Substitutionen «@ ein durch die Gleichungen: 


y=1,2,..% qg=1,2,...m. 


ze =Wy 


| Y 
p Rgın Agay ... C 


v4 un) 9 


Hierdurch wird: 

= Adx -S A,de,=d; g=1,d,..M 
In dieser Gleichung setzen wir de ,, da,,,... da,, gleich Null und integriren, 
O5» Os >» @,, als constant behandelt, die Differentialgleichungen erster Ord- 
nung mit zwei Variabeln: 

Ada, +A,dez»=0, qg=1,2,...m. 

Die Integrale seien: 

F (&,1, &2y... 0 


Or z ee 25 76 on 5 


Ich werde das Integral y = constans von YFXdz=0, jenachdem darin die 














P. du Bois-Reymond, Integration totaler Differentialgleichungen. 309 


Variabeln x oder die Variabeln «, stehen, mit g, oder Y., bezeichnen. Es 
hat alsdann F(@ ,,%»,...0,) die Form: & SR rn PR 3 Ed ee 
die Integration der Differentialgleichung A,, da ,+A,de, = 0 von @e},., @, bis 
@,ı5 %y vollzogen wird, so kann das Integral F, = P,= ce auf die Form ge- 
bracht werden: 

PP, (gi kn € Ka) Kan kann -- Eun- -DiPe, O1 Agay gas cr Ogn)y Egas Agası An = OÖ, 

ee 

oder es ist vollständig aqisalen mil: 

E.) ‚(us Ony A) — Pa, ACHE en) gel... m 
und die letzte Gleichung vertritt vollständig die Stelle der vorletzten und soll 
auch statt ihrer benutzt werden. Aus der Gleichung (1.) findet man nun wie 
folgt das Integral 9, =c. Wir wollen zwischen den Veränderlichen co, unler- 
einander und zwischen als verschieden zu betrachtenden Werthen der Variabeln 
x ein System von Beziehungen annehmen, und darin die besonderen Werthe 
der Variabeln z und « durch obere Indices unterscheiden. Das System lautet 


in extenso: 


‘ / \ 
(2.) = Vılkrız Aion... Ayn)y 
l I \ ’ 
| rg u; Y (0 (@ ir, 0. 4 O3, ... On J - 2 er, er p) 03, ne es) 
EN ze Er > ) (1) BEIN „au (?) (2 ) (2) (2) 
T, Fr V,2\ (03 0; „0,3; 0, ' Kaas U p3\ 0; 31 9 0; .O 3370 20% 03, E 
(3. R GO) 5) 20) Be ) „G) 20) 3) 
\ ) T, — W, (03 J 03, y OL; “ ... 03, j = VY,ı\C 47 “ 0.3» “ O4; Er [64 4n ” 
(m—1) __ (m—1) (m—1) (m—?) (m—?2)\ _ (m—1) (m—1) (m—1) 
'\z, a V, mi (a 19 Om —1, 29 Om—ı. 393° nn wo u pm (an m? y.. nn )» 
fi m __ (m) (m) (m—1) (m—1) 
(4.) LT, r V m (0 mi 9% 0 m? 9 a ms ERR Ö mn #3 
= 1,8,...8 
Wir können es in die eine Gleichung zusammenfassen: 
(g—1) (9—1) (9—1) (9—?) (a—2) - (gl) (g—1) (y—l) 
r —— y - Ir 4 
” p ER y pP: ya ı\ & gl, 19 g—1,2 , "g—1,39 BER o—ı,n Pq 01 9 0, > Ü on 


sata... yo... ut, 
wenn wir festsetzen, dass die nicht existirenden Funetionen: W,,, %,,.;. auch 


nicht hingeschrieben werden, und dass für x{', e/, einfach x,, e,, zu schreiben 


sei. welche letztere Bestimmung auch ferner stets gelten soll. Die Glei- 
chungen (3.) repräsenliren »(m—1) Gleichungen zwischen den Variabeln «. 


Wir können jetzt das Integral (1.) so schreiben: 
r g-ı) (a-)) (4-D \ -_ (dd) ,@Qd HA (—1) 
(9.) p. (a. en; > 0. 


ana ‘) 
“gi kur y oz 9. ll, n q 1.2....m. 


. h on. NM De € C 
gq‘ q2 qn ’ en go: : 
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Vermöge der Gleichungen (3.) folgt hieraus, wenn man sich die & successive 





durch die z erseltzi denkt: 


nd 


) \ en f „im) (m) 
b. Pa, \&ıız Array.» An) = Pa, mis Umzy 0 


ms 


(m—1) ar—d\ 


ms A y- 


Zwischen den « allein bestehen nur die Gleichungen 3.) und die Gleichungen 


5.). Wenn m so gewählt werden kann, dass man mit Hülfe der Gleichungen 
3.) und (5.) alie oe, mit Ausnahme der in {6.) enthaltenen, eliminiren kann. 
und man behält nach der Elimination nur eine Gleichung zwischen den in (6.) 
enthaltenen «., so muss diese Resultante die Gleichung (6.) selbst sein. Da 
alsdann ferner zwischen den in (6.) enthaltenen « nur die Gleichung (6.) be- 
steht. so haben sie auch die ganze Willkürlichkeit. die ihnen die eine Re- 
lation (6.) einräumt. Wir können also u. a. den Grössen 


(m) (m—1) (n—1) 
m? 9 ÖL m3 y ei * Ü 


mn 


re A 





beliebige constanle Werthe ertheilen, wodurch g,, eine Constante wird. Dann 
wird (6.),. wenn für die @,, die «, mit Hülfe der Relationen (2.) zurückgesetzt 
werden, das gesuchte Integral p(x,. &,... x,) >= eonstans. Es handelt sich 
also noch darum. m in der geeigneten Weise zu bestimmen. 


Die in 6.) nieht vorkommenden «@ sind folgende: 





\ « u . . I I 

I) Substilulion @,, : FE 

| )\ . (1) (1) (1). (2) (2) 

\ u 7 Op . Odo Ode re Amy O9 0 

- 3) - a a a 

f , J J3p > ) >% IN 5 I 3 
: .n(m—2) „(m—?) ‚(m—?2) , (m—1) ‚(m—1) 
EB ) en On—ı.p .c m—1l,1) Ui way +9 PR y) U an 1,19 Omn-—1.2 

z (m—1) (m—1) 
m) ii O mp . Omi ’ Om? 


im Ganzen (m —2)(n+2)+4 Grössen. 
Die Anzahl der Gleichungen (3.) und (9.) ist: »(m—1)-+ m. Setzt man 

m—n—1l in (m—2)(»-+2)-+4, so findet man: 

n—n—2, 
und (m —1)-+m wird für m=n—1: 

n"—n—1. 
Die letztere Zahl ist alsdann allerdings um Eins grösser als die vorige. Nimmt 
man also an m—=n—1. so erhält man durch Elimination der Grössen (7.) aus den 
Gleichungen (3.) und (5.) nur eine Relation, also die Relation (6.). 


Wir hatten oben gesehen, dass die Gleichungen: 


l. Y O9 as... Fe ie A )= 9, 


BaN 097 9: 92 79, 


yn 
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äquivalent sind mit den ursprünglich gefundenen Integralen: 


) 2" f er N n fi 
(8.) Ba a ag nie u ED 


Wir haben also tolgende Regel zur Bestimmung des Integrals 
le Pe SP - constans. 


nr 


Aus (8.) bilden wir die n—1 Gleichungen: 


N f g-1 gl „=. I\ y' (9) 12) se) 19 1) *) 
F, (Ogı b) 002 yo. Em j —: / g \ & " ( q2 . ( 93 Yo. Ü zn 0, 4 ® wi. u 58 | 
und fügen hierzu die n(n—?2) Gleichungen (3.): 
(gl) (g—|) (g—?2) ‚q 2) (y 1) (4 1) ] 1) 
U p.g9—1 ‚&.- 1,19 Ü- 43 Ü, Day rer 1% g—1,n, =. pq Go, ? Ü, y) u 
»=1,2,3..02;q9g=2,3,..n—1. 
Aus vorstehenden n—-l-+n(n—?2)=n—n—1 Gleichungen eliminiren wir die 


n"—n—?2 Grössen (T.). Wir behalten dann eine Gleichung: 


ae („—1) (“«—1) (n— 2) (n—:) 
“P Os Os =: Uns OL. 1.19 &\. 12“ Ü 1.39 +... e_ 2 0. 


In dieser betrachten wir die Grössen: 


‚@-1) (n—1) (n—?) (n—?) 
‚ 
G,—ı.19% &n—1.29 Ün- 1.39% een Ü, l,n 


als willkürliche Parameter, die wir z. B. alle bis auf einen gleich Null setzen 
können, und führen in F=V für die 

Bi 
die &,,. &, ... x, mit Hülfe der Gleichungen: 


T,=vy 
T, 1p 


Bi Mean 2 
wieder ein. Dann ist F=ÜO aequivalent mit dem gesuchten Integral 

(2, Dry... 2,) = constians 
der Gleichung Z_Adxz = 0, und muss auf dieselbe Form gebracht werden können. 

Diese Regel setzt die Auflösung der »—1 Differentialgleichungen 
Audo,ı +Anden=0, q=1,2,..n—1 

voraus. Es ist aber klar, dass wir diese »—1 Dilferentialgleichungen durch 
eine ersetzen können. Führen wir nämlich für die x eine Substitution: 

TC, = V,(lıy Ray... 0,50 
mit dem willkürlichen Parameter o ein. und erlheilen diesem Parameter die 
»—1 verschiedenen Werlhe 0, ©.» ... 0, ,. so erhalten wir aus der einen 


Substitution die »—1 Substitutionen: 


2, = ul a id Be 2 1.2... 01. 


P TP\ /- /i N 
Verwandeln wir mithin wieder die Differentialoleicehune IX dr 0 mit Hülfe 


der Substitution x,— w (@,,%,...0,,0) in die andere A,da,+A,de, +» A, de,—0, 
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integriren die Differentialgleichung A,de,+A,de, = 0, so genügt deren Integral: 


v \ Y (G) (de) \ 
Fia,d4:..,0)-Fla, „u, ..-@,,0) = O, 


ns» 
in dem man o die a—1 Werthe 0,. ©. ... 0,_, ertheilt, um die erforder- 
lichen »—1 Gleichungen: 


! gl gl ‚ (9) (q) (—1) (9-1) 0 
' N 2 / \ A) / 7 7 \ 

1 } y ‘ | — f (( Y E 14 — 
I X 1 be O2 9. ... ( qn Ir 4) \ gl u) 02 : C 99 Be © on ie) 0.) ’ 


q=1,2,...n—1 
ohne Weiteres hinschreiben zu können. Dies ist die verallgemeinerte Methode 
des $.1. 


8.6. Verallgemeinerung der Methode des &. 4. 


Die zweite Methode beruht trotz ihrer geometrischen Verwandtschaft 
mit der ersten im Falle von nur drei Variabeln analytisch doch auf einem an- 
deren Prineipe, nämlich auf diesem. Wenn wir in eine Function px, , &,...%,) 
für die x solche Variabeln « einführen, dass die & in Constanten übergehen. 
sobald zweien der «@ gewisse besondere Werthe ertheilt werden. so wird 
auch pa. %5....7,) = $. (8. %,... @,) für diese besonderen Werthe der « 
eine Constante. Wir setzen also: 


/ 


O9 O9... 0,)+ (0 02) Or, (Rıy On... & 


(2, = z,+ (0 —a,)0 


ei 


De 7 


9.) „ . 
p= 1. 2. 3. ... DM 


wo «x, constant ist und #,,, ®,, sonst beliebige Functionen vorstellen, die aber 


ı) 


für 1, = 0. m; — co, = 0 nicht unendlich werden dürfen. Diese Substitution 
für die zin g (2,2% ,...x,) eingeführt, wird es für ,=«,, % =: (X, &,... C,), 
mithin conslant. 

Nun möge die Dilferentialgleichung F>Xdx—=0 durch Einführung der 
Substitulion (9.) übergehen in: 

Ada, +A;d+-+A,de, = VO. 
Denkt man sich die gewöhnliche Differentialgleichung 
A,da,+A.do, = OÖ 

integrirt. indem «3, «, ... a, als constant behandelt werden, so hat das 


n 


Integral 
Pia. u...) ee 
die Form: 
Dil) ei, 


oder wenn von «,. o bis «&,, «@, integrirt wird, kann man ihm die Form geben: 


D(p. (15 &ry... On) Rz, gr...) — DDP. (Ar &% 5 Oyy 00. u) Rs Ray... 0) = O0, 


J 
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welche aequivalent ist mit: 


ER Be 1% 
pP (lı > 4.) a, u...) ed 


oder mit: 
Yf (2, ) Ts. ... Mn ) _— p (a. 2 ... 1 = 0. 


demnach das gesuchte Integral ist. 

Wenn insbesondere >AXdx ein vollständiges Differential ist. so wird 
die Gleichung da=>Adx durch eine Quadratur aufeelöst. Führen wir 
statt der x neue Variabeln «& ein, so dass du = A,da, + A,da,-+ + A,de,. 


und betrachten alle « bis auf «, als constant, integriren dann. so folet: 


5 
it 





u—u—> Ada, =w,(6, 0; ...%,)—W, (01, O, ... u) 
a 
ou ow, cu oO. , ’ 
wo — — “ oder — —= ——- Waren nun die x und die & verbunden durch 
Oo, 0a, OL, OLp 
Gleichungen der Form: 
() / ON P . \ ‘ 
I, = c,t (0, — 0, 0, (01, 0, ..o ÖL, a p —— # =. BEER N, 
so ist 
BT, ... ie Bl, N, 
und 


’ 
u >= + f A, de, 
a°® 
I 


ist das Integral von du = A,Ada,+ + _A,de,. Machen wir die Substitution 


E; 2. ‚ A () Y 
T, zu TC,Tr (8,70) 0,,(0:: Ayo... ll, (202, 9,01: u 3 A TE 
?,,0g, 
uU— U, = / (Ada, + A,de,;) 
“oo 
[74 PL 04 
l 2 


das Integral, u. s. f. Das bekannte Verfahren, den Ausdruck du = EXdzx 


zu quadriren, indem man stall ©,,2,,...x, selzt: @,%,, &7,, 45%, ,...4,_ 1%,» 


x € np 
dann nach x, von z,=0 an integrirt und hinterher ee für a. 
l fi 


’® nn 
@;, ... A,_, zurücksetzt, ist eine specielle Form des angegebenen, die sich 
ergiebt, wenn man seizt: =, m =4%, B=4l;, ... 2, = 00, d.i. 


£ -, x. I & or HF Ö a Oo rer Ö 
pP pP \ 1 a l / pP rn 2 l , ie ’ 


2, un 0, 0, — 0. Ö, = I; Ö, — 0, . p — >. a ..0. N veselzi wird. 


n, 


Dieser Paragraph enthält die Verallgemeinerung der Methode des $. 4. 


Heidelberg, Juni 1868. 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 4. 40 
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Zar Theorie der Umkehrung der Abelschen 
Integrale. 
(Von Herrn H. Weber in Heidelberg.) 


Ds: von Jacobi zuerst aufgestellte Problem der Umkehrung alge- 
braischer Integrale. das fundamentale Problem der Theorie dieser Integrale, 
wurde in dem speciellen Fall, wo die Irrationalität auf eine Quadralwurzel 
beschränkt ist, durch Herrn Weierstrass gelöst. Eine Lösung für den allge- 
meinen Fall algebraischer Integrale wurde von den Herren Clebsch und Gordan 
aufeestellt; und ich habe in meiner Abhandlung über das Additionstheorem der 
Abelsehen Funelionen gezeigt, wie eine im Wesentlichen mit der zuletzt er- 
wähnten übereinstimmende Lösung aus den von Riemann aufgestellten Sätzen 
gewonnen werden könne. Diese Lösung des allgemeineren Problems entbehrt 
aber der Einfachheit und Eleganz der von Herrn Weierstrass im speciellen 
Fall entwickelten, und es schien mir der Mühe werth, die Frage aufzuwerfen, 
ob und in wie weit dieser Mangel an Einfachheit begründet ist in der allge- 
meineren Natur des Problems, und wie sich das Endergebniss in einer wenig- 
stens ebenso vollständig entwickelten, wenn auch minder einfachen Form auf- 
stellen lasse. Das Resultat, zu welchem ich gelangt bin, ist. dass die besondere 
Form der Lösung des Herrn Weierstrass allerdings eine charakteristische Eigen- 
thümlichkeit der hyperelliplischen Functionen ist, dass aber eine in ähnlicher 
Weise völlig entwickelte Lösung sich wohl angeben lässt. Es schien mir er- 
forderlich, einige Untersuchungen über gewisse Punkte aus der Theorie der 
3-Functionen vorauszuschicken, um die zweckmässigste Wahl der unteren 
Grenzen der Integrale erster Gattung zu ermitteln, wodurch ich auf die schon 
anderweitig eingeführten, meines Wissens aus Riemanns Vorlesungen stammen- 
den 9-Charakteristiken und auf die 2°” geraden und ungeraden %- Functionen 
geführt wurde. Mit diesen #-Functionen steht im genauen Zusammenhang 
ein merkwürdiges System von ebensovielen Transcendenten zweiter Gattung, 
welches der Jacobischen Z-Funetion analog ist. Diese Functionen sind nämlich 
sämmtlich in Bezug auf jedes ihrer Argumente einzeln einfach periodisch und 


sind ausserdem alle ungerade Functionen. 
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In manchen Punkten begegnen meine Resultate denen der Herren Olebsch 
und Gordan. Da indessen der von mir eingeschlagene Weg, welcher wesentlich 
auf den Riemannschen Prineipien beruht, durchaus verschieden ist von dem 
der genannten Herren, so mag es genügen, dies hier im Allgemeinen hervor- 
gehoben zu haben. 

Der Hauptsache nach habe ich mich der Riemannschen Bezeichnungs- 
weise angeschlossen, die ich als bekannt voraussetzen darf. Nur fand ich es 
für meine Zwecke bequemer, die algebraischen Integrale durch Integralzeichen, 
statt durch einfache Buchstaben zu bezeichnen, weil sich so die Grenzen leichter 


und übersichtlicher schon in der Bezeichnung angeben lassen. 


8 

Bezeichnet man mit w,, ®%,..... a, ein System von einander unabhän- 
giger Integrale erster Gattung, und bedient sich des von Riemann eingeführten 
Zeichens der Congruenz, um anzudeuten, dass ein System Grössen von einem 
andern nur um entsprechende ganze Vielfache der Periodieitätsmoduln sich 
unterscheide, so ergiebt das Abelsche Theorem, angewendet auf Integrale erster 
Gattung, den folgenden Satz: Ist C eine rationale Function von s und z, die 
nur in « Punkten unendlich von der ersten Ordnung wird, die demnach auch 
jeden andern Werth in « Punkten annnimmt, so hat man, wenn ı,. ©5,...@,; 


Yı> Y25 --- Y„ solche Punkte sind, in denen £ je einen bestimmten Werth erhält: 
P u 


(1.) & fm) ==. 


Wenn diese Congruenz erfüllt ist für irgend ein System von p Integralen 
erster Gattung, so ist sie es auch für jedes andere, und man kann demnach, 
was fortan geschehen soll, unter den «,. %,. ... @, die Normalintegrale erster 
Galtung verstehen, so dass ein System entsprechender Vielfacher der Perio- 
dieitätsmoduln den Ausdruck hat: 


/p 
hm,me na, +4, n2,4,n) ]» 
\1 

worin die m,, x, ganze Zahlen sind und a,, = a,,. 

Dieser Satz gilt, wie jelzt gezeigt werden soll, auch umgekehrt; d.h. 
wenn die Congruenz (1.) erfüllt ist, so muss eine rationale Function { von 
s und z exisliren, welche einen bestimmten Werth nur in den Punkten x, 
73, ... 2,, einen andern bestimmten Werth nur in den Punkten y,. %, ... %, 

40 * 
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annimmt. Mit dieser Behauptung ist nicht mehr und nicht weniger gesagt, als 
dass eine Funetion { existirt, welche in den Punkten x, &,, ... z, un- 
endlich klein, in den Punkten y,, %2,. -.- 4. unendlich gross von der ersten 
Ordnung wird; denn man übersieht sofort, dass man mittelst einer linearen 
sebrochenen Substitution für { den einen Fall auf den andern redueiren kann. 
Um diese Behauptung zu beweisen, ist also nur nöthig, eine solche Function 
Z aufzustellen. welche in den Punkten &,. &, ... x, verschwindet, in den 
Punkten Yı, Y%5» - -- Y.„ unendlich wird. 

Versteht man unter m eine ganze Zahl und setzt «= mp, indem man, 
wenn a nicht durch p theilbar ist, die nöthige Anzahl zusammenfallender x, y 
hinzufügt,. wodurch die Congruenz (1.) nicht gestört wird, so kann man die 
Function { mit Hülle von #- Functionen leicht herstellen. 

Es lässt sich nämlich immer, wenn & 


u ie beliebige feste 


C, 
Punkte sind. ein von 3, 2&,, X, ... x, unabhängiges Grössensystem k,,Är,... k 


p 
besliimmen. so dass die Function von 3 
a! p "2,8 ns ’Xa 2) 
I i@/ auf du,—f du, —f du, + kı) h 
“n ne e Ca ep 
falls sie nicht identisch verschwindet, in den Punkten &,,. &, ... x, unendlich 
klein von der ersten Ordnung wird *). Demnach wird der Quotient: 


x x 
; A 


7,8 p+si ” (m- N)p+ 
p ’ p . 
Fi v 5 fin 2 +) $ ( (Sau — lan u kr.) 22 o( (San far +K ) 





pti Y(m- Tr 
(h (Jan au, - +n)o (bl fan fin+n)).. (1 Jan 2. ER -k) 


= 
1} 





in den Punkten &,. &, ... x, unendlich klein. in Yı» 92» --- Y„ unendlich 
sross von der ersten Ordnung. 

An den Querschnitltien a, ändert der Quotient Q seinen Werth nicht, 
während er beim Ueberschreiten des Querschnitts 5, einen Factor annimmt: 


u er: 


235 "du, 


ie 


 " BAUIUIT mar, +n,a 


wobei 2. 2, ».. 2, posilive oder negalive ganze Zahlen sind, in Folge der 


*), Vergl. hierüber meine Abhandlung über das Additionstheorem der Abelschen 
Functionen $. 5, dieses Journal pag. 193 dieses se 
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vorausgeseizten Congruenz (1.). Es bleibt also die Function: 


p 2.8 
235, uf du, 
ı [w 


=e e e 


u hs 


an allen Querschnitten stetig und ist daher rational durch z,. s ausdrückbar. 
Damit ist die Function {, welche die oben verlangten Eigenschaften besitzt, 
wirklich dargestellt. 

Unzulänglich ist dieser Beweis in dem Fall, wo von den 4-Funclionen 


in dem Ausdruck für Q einige identisch verschwinden, ein Fall, der immer 


eintritt. wenn «_ p ist. Um diese Fälle allgemein zu erledigen, mache ich 


die Bemerkung, dass es unmöglich ist, in der Funclion 


pP DE "a a "Das \ 
m (* / du, -/ du, / du, — + -/ du,-+k,) 


/ 
e, ( 


pP 
über x, so zu verfügen, dass diese Function für alle Werthe von 3, S,, & 


>34 v.+* S 
verschwindet; denn was auch x, sein möge, man wird immer über die Punkte 


3, Ss $5 -.. 5, So verfügen können, dass das System 
pP 2,5 x,  E > N 
(8.) h( / du, f du, / du, —:*:- / "du, + k, ) 
en : “ | 


ep 
einem beliebig gegebenen Grössensystem congruent wird *). 


Demnach lässt sich in dem Quotienten: 


A .@) .() 
la ui gl 1 EN 
u A dur, — f "du, - / du, — -- -/ du, kı. ) 
i u \1 2 2 « r « 5 , / 
4) 2=- HH ——- il a ——— 
f I /p 2 x, y 2. .& 
f , 2 z ) 
FR h( / du, -— / 'du,, f du, — :** - / " du, - kr) 
\n\ 3 J J 
€ a 9 p 


unter allen Umständen über die «(p—1) willkürlichen Punkte 5”, 5, ... s 


so verfügen, dass keine der 9-Functionen des Zählers und Nenners von Q( 
identisch verschwindet. Demnach wird Q, als Function von 3 betrachtet, un- 


- 


*) Wiewohl sich diese Behauptung mit Hülfe der Sätze über die Umkehrung 
der Abelschen Integrale leicht allgemein und streng nachweisen lässt, so ist dieser all- 
gemeine Beweis für den vorliegenden Zweck nicht erforderlich. Es genügt die Be- 
merkung, dass das Grössensystem (3.) ein System p von einander unabhängiger Aen- 
derungen erleiden kann, wenn man den Punkten z, &,,... &, von einander unabhängige 
Versehiebungen ertheilt, und das ergiebt sich unmittelbar aus der Unabhängigkeit der 


Functionen u, %,, ».. %,. 
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endlich klein von der ersten Ordnung in den Punkten &,, &;, ... x,, unendlich 
gross von der ersten Ordnung in den Punkten y,. Y2» »-: Yu. An den 


(uerschnitten a, ändert sich Q nicht, nimmt aber beim Ueberschreiten des 
Querschnitis b, den Factor an: 


[7] mr 
2 Sf "du, 
u | 
D % 


P Y; BZ a. (Ray + Nn2a2, ++ N,Ap,) 


Demnach ist wieder: 
-2:mf "du; 
(9.) “ = ee | ® e) 
an allen Querschnitten stetig und ist sonach eine rationale Function von s und 
2. die nur in den Punkten ©, X, ... 2,5 Yı» Y2s -.. 4. resp. unendlich 
klein und unendlich gross von der ersten Ordnung wird. Damit ist also, unter 
Vorausseizung der Gongruenz (1.) nicht nur die Existenz einer solchen Function 


Ö nachgewiesen, sondern dieselbe ist auch analytisch dargestellt. 


$. 2. 
Im $.9 der Abhandlung über die Abeischen Functionen (dieses Journal 
Bd. 54) hat Riemann die Integrale erster Gallung in der Form aufgestellt: 


n—? m—)? 


/6.\ ıp(s, 3 )dz 
(VB) u = a se SE ET ö 





os 
wo g eine Function bedeutet, welche in den r Punktepaaren y, d' verschwindet, 
h oF oF er > : 0 , 
in denen ——. —— gleichzeitig verschwinden. die ausserdem noch in 2p—2 
Os 02 


Punkten verschwindet, von denen im Allgemeinen p—1 beliebig gewählt wer- 
den können, wodurch die übrigen p—1 bestimmt sind. Solche Functionen, 
welche im Differentialquotienten eines Integrals erster Gattung den Zähler bilden 
können. deren p von einander linear-unabhängige existiren, sollen im Fol- 
genden durchweg mit dem Buchstaben y, wenn nöthig mit einem Index ver- 
sehen, bezeichnet werden. 

In ähnlicher Weise lässt sich die allgemeine Form von Integralen 
zweiter und dritter Gattung angeben, welche resp. in einem oder in zwei 


Punkten unendlich gross werden. Das Integral 


n—1l m—I 








TR vr w(s, 3)ds 
sd.) ww = 2 
Pl a oF 
«I (as +bz -+- ce) — 


Os 
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wird sich nur dann auf ein Integral erster Gattung redueiren können. wenn 
n—l m—I 


die ganze rationale Function w(s, z ) den linearen Factor (as+bz-++-e) ent- 
hält. Um aber ® zu einem Integral dritter oder zweiter Gatlung zu machen, 
hat man folgendermassen zu verfahren: 

Die Verhältnisse der Constanten a, b, ce lassen sich so bestimmen, dass 
as+bz-+e in zwei beliebig gegebenen Punkten &,. & unendlich klein von der 
ersten Ordnung, oder auch, indem &, & zusammenfallen. in einem Punkt & 
unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Ich werde im Folgenden nur 
den letzteren Fall, der auf die Integrale zweiter Gattung führt, näher betrachten, 
und die demgemäss bestimmte lineare Function as-+bz--e mit /, bezeichnen. 
Die Function /, verschwindet ausser in dem Punkt & noch in m-+-n—2 anderen 
Punkten, weil die Elimination von s oder z aus den beiden Gleichungen 


n m 


F(s,2)=0, as+bz+c=V0 
auf eine Endgleichung vom (m--»)ten Grade führt. Von den ».m con- 
stanten Coefficienten. die in der Function «w enthalten sind. müssen nun 
n-+-m-—?2 so bestimmt werden, dass die Function w verschwindet in den 
n-m-—?2 von e verschiedenen Punkten. in denen /, verschwindet, und r 
weitere so, dass w in den r Punktepaaren y, d verschwindet, so dass ı im 
Ganzen noch 
n.m—m—n+2—r= (na—1)m—-1)—r+1=p+l1 

willkürliche Constanten enthält. Sind daher ,, %,.... , specielle Funelionen 


w, so kann die allgemeinste dieser Functionen dargestellt werden in der Form: 


n—lm—I 
I 


(8) v(es, 2) = WWFtaWwı+''+ta,Y, 


oder auch in der Form: 


n—im—Il 


(9.) v( Ss. 2 ) — MW, tL, (aYp,+ pp -++a,p,). 
Die Function w verschwindet im Ganzen in 
m(n—1)+n(m—1) 

Punkten, also ausser in den bereits bestimmten Punkten, da die y, 0 Punkte- 
paare sind, noch in 

m(n—1)+n(m—1)—2r—m— n+2 =R? (m—1)(n—1)—?2r = Rp 
Punkten, von denen wegen der p-+1 in w enthaltenen willkürlichen Con- 
Stanten im Allgemeinen p willkürlich gewählt werden können. 
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Das auf diese Weise durch (7.) dargestellte Integral zweiter Gattung 
ist das allgemeinste, welches nur im Punkte & unendlich von der ersten 
Ordnung wird; denn in Folge von (9.) kann dasselbe dargestellt werden 
in der Form: 

.— 4,0, rau tt tA,u, tr consl. 
worin die #4, 2%, ... a, irgend ein System von einander unabhängiger Inte- 
orale erster Gattung bedeuten. 

Man kann nun auch über die p Verhältnisse der p-+1 in ww enthaltenen 
willkürlichen Constanten so verfügen, dass von den 2p noch unbestimmten 
Nullpunkten der Function je zwei in einen zusammenfallen, wodurch sich 
ein System ©. ©» . . . e, von doppelten Nullpunkten der Function w er- 
eiebt. Die Anzahl 2p der dadurch gestellten Bedingungen stimmt! genau 
überein mit der Anzahl der verfügbaren Grössen e,. &, ... ec, und der p 
Verhältnisse der @,, @, ... a,. In wie weit diese Grössen durch diese 
jedingungen wirklich bestimmt sind, wird sich weiter unten ergeben. 

Es soll nun im Folgenden durchweg eine diesen Bedingungen ent- 
sprechende Funelion w durch w,,.,, bezeichnet werden, da das System der 
Punkte e jedenfalls von dem willkürlich wählbaren Punkt & abhängig sein wird. 

Hat man eine solche Function w,,., gefunden, so lässt sich damit eine 
rationale Function von s und z herstellen: 

10) = 2#, 
Ws,c) 
welcher folgende Eigenschaften zukommen: 

Die Function { wird unendlich gross von der zweiten Ordnung in p 

gegebenen Punkten, unendlich klein von der zweiten Ordnung in einem, 





diesen p Punkten zugeordneten, gleichfalls festen Punkt und wird ausserdem 
unendlich klein von der ersten Ordnung in 2p—2 Punkten, von denen p—1 
beliebig gewählt werden können, wodurch die übrigen p—1 im Allgemeinen 


und zwar unabhängig von den Punkten &, €, €, ... €,, bestimmt sind. 


$. 9. 
In ähnlicher Weise, wie im vorigen Paragraphen die Functionen y, 
lassen sich auch die Funetionen g specialisiren. Man kann nämlich die p—1 
Verhältnisse der in g enthaltenen willkürlichen Constanten so bestimmen, dass 


diese Functionen ausser in den Punktepaaren y, d in nur p—1 Punkten, dann 


aber in jedem von der zweiten Ordnung unendlich klein wird. Die Anzahl 
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der zu erfüllenden Bedingungsgleichungen stimmt hier wieder überein mit der 
Anzahl der verfügbaren Grössen, so dass die Anzahl der Punktsysteme 
©» €» >». €,, In denen eine Function g unendlich klein von der zweiten 
Ordnung werden kann. im Allgemeinen eine endliche ist. 

Die letztere Behauptung soll nun noch näher nachgewiesen und die 
Bedeutung der gegentheiligen Annahme ins Licht gesetzt werden durch eine 
Untersuchung über die Anzahl der Moduln der Klasse von Systemen gleich- 
verzweieler Funelionen. welche den Betrachtungen zu Grunde lieet *). 

Nehmen wir also an, es könne von den p—1 Punkten ©, e,,...€,, 
in denen eine Function unendlich klein von der zweiten Ordnune werden 
kann. einer, etwa ©. beliebig gewählt werden. und die übrieen seien durch 
diesen einen entweder völlig bestimmt, oder enthalten noch weitere Unbe- 
stimmtheiten. Ist nun 

9 = pr 0, Pat u ce 
eine solche Function. welche in &, @&, ... e, unendlich klein von der 
zweiten Ordnung wird, so lässt sich daraus ein Integral erster Gattung bilden: 


9 adz 

a == a 
oF 

j - 


Us 





— 0, U, + 0%, + +++ O,U%,: 


Die Coefficienten &,. %, ... «, hängen in gewisser Weise von dem noch 


willkürlichen Punkt & ab, und zwar so. dass nicht ihre Verhältnisse von 
diesem willkürlichen Punkt unabhängig sein können, weil sonst der Differential- 
quotient von ®, also die Function bis auf einen von z wnabhängigen 
Factor, also die Nullpunkte von g völlig bestimmt wären, gegen die Vor- 
aussetzung. Es wird daher möglich sein, durch passende Wahl des Punktes 


c,; über die Coelficienten &,, &, ... @, So zu verfügen, dass mindestens zwei 


der Periodieitätsmoduln von & beliebig gegebene Werthe erhalten. Denn sind 


z.B. die Integrale «,, ©, ... a, die Normalintegrale erster Gattung, so sind 


die Periodieitätsmoduln von ® an den Querschnilten «a,: 


ea ui... ans, 


I / 
Da nun nicht alle Verhältnisse der «© von dem willkürlichen Punkt e, unab- 


*) Die hier gebrauchten Bezeichnungen sind dieselben wie die im $. 12 der 
citirten Riemannschen Abhandlung. Auch ist das folgende Beweisverfahren dem 
zweiten der dort gegebenen Beweise für die Anzahl 3p—3 der Moduln einer Klasse 
von Systemen gleichverzweigter Functionen nachgebildet, gegen dessen Richtigkeit 
und Strenge, wenn das Dirichletsche Princip zugegeben wird, wie es mir scheint, 
nichts einzuwenden ist. 
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UT Fr Fa 


häneie sein können. so wird man diesen zunächst so wählen können, dass 

das Verhältniss zweier Periodieitätsmoduln, etwa 5, einen beliebig gegebenen 
; 

Werth erhält. und dann lässt sich noch ein gemeinschaftlicher Factor der « 

so bestimmen. dass einer der Periodieitälsmoduln, etwa 4,. einen beliebig ge- 

oebenen Werth erhält. 

Man bilde nun die Fläche T’, welche die Verzweigungsart der 
Funelion s darstellt. und durch Querschnitte in eine einfach zusammen- 
hangende zerlegt ist. in den kleinsten Theilchen ähnlich. auf eine Fläche w' 
ab, mittelst der Function 

(11.) 0 = w-+ß. 


. 


Dieses Abbild wird. falls p>1,. ein die Fläche & mehrfach bedeckendes, 
einfach zusammenhangendes, allenthalben endliches Flächenstück sein. dessen 
Beerenzung durch 2p Paare paralleler Curvenstücke gebildet ist, deren Orts- 
verschiedenheiten die 2p Periodicitätsmoduln der Function &® oder w' sind. 
In seinem Innern hat dieses Flächenstück p —1 doppelte Verzweigungspunkte, 
weil do in p—1 Punkten der Fläche T’ unendlich klein von der dritten 
Ordnung wird. Es lässt sich aber in (11.) die Constante 5% so bestimmen, 
dass einer der doppelten Verzweigungspunkte eine beliebig gegebene Lage 
erhält. Ausserdem folgt aus dem oben Bemerkten, dass zwei von den Orts- 
verschiedenheiten der parallelen Grenzeurven beliebige Werthe erhalten können. 
Haben dann die übrigen 3p—4 Grössen, nämlich die 2p—2 Periodicitäls- 
moduln (oder Ortsverschiedenheiten der parallelen Curvenstücke) und die 
p—?2 noch übrigen doppelten Verzweigungspunkle irgend welche gegebene 
Werthe, so lässt sich. wie Riemann gezeigt hat, immer ein System wie 
diese Fläche verzweigter Functionen finden. welche in den en!sprechenden 
Punkten paralleler Begrenzungstheile denselben Werth annehmen und also 
2pfach periodisch sind. die dann als Functionen von einer derselben be- 
trachtet, zu einem solchen System 2p+1 Tach zusammenhangender algebraischer 
Funetionen führen. welches die hier vorausgeselzte Eigenschaft hat, und 
welches sonach nur von 3»—4 Moduln abhängig ist. also mindestens einen 
Modul weniger enthält. als die allgemeine Classe 2p + 1 fach zusammenhan- 
oender algebraischer Functionen. 

Es ist dadurch nachgewiesen, dass die Vorausseizung. es existiren un- 


endlich viele Funetionen 9, die in p—1 Punkten unendlich klein von der 


zweiten Ordnung werden, mindestens eine Bedingungsgleichung zwischen den 
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or 


Moduln der betreffenden CGlasse algebraischer Functionen involvirt. also bei 
den allgemeinen algebraischen Funetionen nicht statthaft ist. 

Denjenigen algebraischen Funetionen, die auf die hvperelliptischen In- 
tegrale führen, entspricht, falls p >2 ist, die hier betrachtete specielle An- 
nahme, und es wird sich zeigen, dass dieser Umstand die wesentlichste Ursache 


ist. dass diese Functionen eine verhältnissmässig einfache Behandlung zulassen. 


S. 4. 
Die im $.2 bestimmten Punkte e,. ©, -... e,, in denen eine Function 


Wr... unendlich klein von der zweiten Ordnung wird, haben eine besondere 


Bedeutung für die Theorie der 9-Functionen, die sogleich hervortriti, wenn 


man diese Punkte als untere Grenzen der Normalinteerale erster Gallune ein- 


führt. Versteht man unter x£,. ©, ... x, beliebige Punkte, so lassen sich, 
wie schon oben $.1 bemerkt, die Grössen A, h,,... k, von 3, 2. 1, ... 7, 


unabhängig so bestimmen, dass die Function: 


(12 \ y h( fM Mi VL ’ N )) 
.) u ı u — Di au, r Y 
EN } Si ATi ö) 


e 
ı 


als Function von 3 betrachtet, gerade in den Punkten z,, ©,. ... x, ver- 


schwindet. Die hier eingeführten unteren Grenzen gestatten eine sehr einfache 


jestimmung dieser CGonstanten k,, hy, ... k,. Der Festsetzung über die Con- 
stanten k, gemäss wird nämlich für alle Werthe von ©, 23. ... x, 


(13.) ff Her f m) 0. 


c) 
Bestimmt man nun in der Function T ($. 2, (10.)) die Function y im Zähler 
so, dass sie in den Punkten x;, x,, ... x, unendlich klein von der ersten 
Ordnung wird, so wird sie noch in p—1 anderen, durch diese bestimmten 
Punkten unendlich klein, die mit &,, x,, ... x, bezeichnet sein mögen. Man 
hat demnach, dem Abelschen Theorem zufoige: 


p ®xr ı ) x ı x. \ 

>) t J ı | Ei 
h (2 / du, +2 / du, + > / du,) J 0 
Ne i=? ı i=2d/ / 


Ä 1 ‘ 
? 2 


oder. was dasselbe ist: 


| p € 1—=p rw. \\ { p a = BR a2 
\h ( / du +2 / "du, ) | h( / du, + 5 / du,)) 
\1 ge“ ı 7] \4 = A IE A / 


i L 


1 * 
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und demnach neben (13.) die Gleichung: 


14.) hl / Auf du + +/ du, +h,)) = 0. 
et Rn 
Nun aber sind die Punkte x, z,..... x, eben so willkürlich, als es die Punkte 
2,2 0... @, sind; das eine System ist durch das andere bestimm!. aber in 
13.) kommen nur die Punkte ;,, &,,. ... x, vor, in (14.) nur die m. x;. 


x,: und daraus geht hervor, dass die beiden Functionen: 


P, (2 op fx /P 2,5 ip fx \ 
15.) 4 (% / du, _y / ‚du, k,) VA h( / du, 2» / ‘du, — k,,) 
| y ie 3 l Nu ei v a 


e 
i 


für dieselben Punkte &,, 2;, ... x, verschwinden. Wenn aber zwei 9- 
Funetionen, wie (15.) für dieselben p Punkte verschwinden. so können ihre 
Argumente nur um entsprechende Vielfache der Periodieitätsmoduln von ein- 
ander verschieden sein, oder es muss sein: 

(16.) (2h,,2hr,...2k,) =. 
Die Grössen 4, selbst müssen also einander entsprechende Vielfache der 


halben Perioden sein. oder sie müssen die Form haben: 


u v v v 
oe en er Ba 5 
hı: > UI > A, 5) Ad; 7 "7 mE 
u v v v 
an ie * Me - a 
h, = Zi Zt > Ar Mo. 
- - _ DT 
u, \s a, v, 
h, Dh ser Lust aA) FG 


worin die Grössen 4. las... 4,5 Yız Ya, ... vr, ganze Zahlen sind; diese 
sanzen Zahlen können beliebig um Vielfache von 2 vermehrt oder vermindert 
werden, ohne dass die vorausgeselzle Eigenschaft der 4 dadurch beeinträchtigt 
wird. so dass man annelımen kann, die Zahlen «,, v, haben die Werthe O 
oder 1. Es sollen im Folgenden mit den Buchstaben Ä,. Ay, ... A, durchweg 
solche einander entsprechende halbe Perioden bezeichnet werden, bei denen 
die Zahlen «, v die Werthe O oder 1 haben. 


S. 9. 


Es lässt sich nun umgekehrt nachweisen, dass zu jedem System eni- 


sprechender halber Perioden ein System unterer Grenzen €, C3, ... €, ge- 
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funden werden kann, so dass die 9-Function ($.4, (12.)) in den Punkten 
%ı, 2%, ... z, verschwindet, und dass alle diese Punktsysteme die charakte- 
ristische algebraische Eigenschaft haben, dass in ihnen eine Function ,,., 


unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. 


Bedeuten Yı» %3s - -- 7, beliebige Punkte, so lässt sich, wie schon 
mehrfach erwähnt, das System der Constanten K,. K,.... K, so bestimmen, dass 


 \ fi p f Rs BE 2 “ \ 
1 ( u ) \ h \ / du, Bo: / ‘du, 1 Kh 7 ) 
1 Ne ge} k 


eG 


in den Punkten z,, &. ... x, verschwindet. Bestimmt man daher die Punkte 
Cs €»... €, mittelst der Congruenzen: 


18 (ES "an)) == (ha kw) 
(18., (2,/ du,) ) > I, —Kı)], 


was nach den von Riemann bewiesenen Sätzen über die Umkehrung der 
Abelschen Integrale immer geschehen kann. so geht die Function (17.) ab- 


gesehen von einem nicht verschwindenden Factor über in: 


(19.) IF 04 ES du, h,) . 


q 


welche ebenfalls in den Punkten &,. ©. ... x, verschwindet. 

Es muss nun gezeigt werden. wie man aus dieser transcendenten 
Definition des Punktsystems e,,. &, ... c, wieder zurück gelangt zu der 
im 8.2 aufgestellten algebraischen Bestimmungsweise. 


Wenn die Function: 


20.) I v J du, — )) 


in den Punkten z,. &;, ... x, verschwindel, so lässt sich durch die Um- 


kehrung der Abelschen Integrale die Coneruenz bilden: 


' p r "N ss 
Pi fagın a) 2 (i N / du +/ du, —+*-- / ’du,— k 
er u ‘ 


und zwar, wenn die Funclion (20.) nicht identisch verschwindet. nur auf eine 
Art. Wenn nun die Bedingung erfüllt ist: 


BE A 0, 
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so muss einer der Punkte &,, ©. ... x,. elwa x,. mit & zusammenfallen. 


und man hat den von Riemann im $.23 der Abhandlung über die Abelschen 
Funelionen bewiesenen Salz in einer etwas anderen Form: 

Wenn die Function 9 für das System Werthe r,, r,, ... r, ihrer 
Argumente verschwindet. so lässt sich die Congruenz erfüllen: 


| F, u I 
2. a a [2 ( / du, f du, Het ’du,— kı) 
I . 


nn C 


pP 


Dieser Satz hört nieht auf richtig zu sein, wenn (19.) identisch verschwindet, 


nur sind in diesem Fall die ©, &;, ... x, nicht alle völlig bestimmt. 
Da nun A, Ar»... A, ein System entsprechender halber Perioden 


ist. so müssen die beiden Functionen: 


’p 7 ‚€ . de; 
I) ( ( / du, +/ du, ++: +/ ’du,— h)) . 
7% . 


1 Lan e 


v 


p / .E ee = \ 
IUh( / du + dt +/ "du)+k,) ) 
Br e f 

| A 


I 


für alle Lagen der Puncte &,, &;,. ... x, verschwinden; ausserdem können 
gleichzeitig allen Argumenten der 9-Funclionen die entgegengesetzten Zeichen 
segeben werden, und wenn man daher in (21.) setzt: 


ww 


‘€ er u 
7, = / du, + du, 4 de +/ ö du; + k; ’ 
a .n 


« 
€ € 


so folgt aus der Congruenz (22.). dass sich für beliebige Lagen von x,, 


2. ... ©, die Congruenz erfüllen lässt: 
pP, “ or ei x! en 
23.) (1(2/ dust f du f "du, f "du, ++ - +/ rdu,)) =h(, 
a: "r p i v 
worin im Allgemeinen, d. h. wenn die &,, &,, ... x, nicht besondere Lagen 
haben, die ©, 25, ... x, durch diese x,, 3, ... x, völlig bestimmt sind. 


Bildet man nun eine Function g, welche in den Punkten ©,, z;. 
r, unendlich klein von der ersten Ordnung wird, so müssen die Punkte x, 
2»... 7, diejenigen sein, in welchen diese Function (ausser den Punkte- 


paaren y, cd) noch verschwindet, oder, um mich der Riemannschen Ausdrucks- 


f} “ 
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weise zu bedienen, die Punkte &,, 3, ... 2&,: ©. 2%. ... x, müssen durch 
eine Gleichung 9 = 0 verknüpft sein *). 

Nun muss aber in Folge der Congruenz (23.),. nach der im $. 1 be- 
wiesenen Umkehrung des Abelschen Theorems, eine rationale Funclion Z von 
s und z exisliren. welche unendlich eross von der zweiten Ordnung wird in 


den Punkten e,, ©. .. . e,, unendlich klein von der zweiten Ordnung in 


dem Punkt &e, und unendlich klein von der ersten Ordnung in den Punkten 


Ta Urs ww ” L,> I. LI; . D D . LT): 


a . [3 y . & * . 
Es wird daher die Function —- unendlich gross von der zweiten Ord- 
4 - 
nung in den Punkten e,. e,.... ec, und unendlich gross von der ersten Ordnung 
h Be 7r oF oF ii h 
in den Punktepaaren ‚2 d, in welehen —. —-— gleichzeitig verschwinden, un- 
j Os 0% 

endlich klein von der zweiten Ordnung im Punkt &, und ausserdem für unend- 
liche Werthe von s und z bezüglich unendlich klein wie s’" und 3”. Daraus 


folgt, dass das Integral 
ı pdz 
oF 


os 


. 


® - 


- 


ein Integral der zweiten Gattung ist von der Art der in $.2 besprochenen, dass 


(p . . ° 
also E in der Form darstellbar sein muss 


- 


- 


 __ We) 
A ' 


oder 

> u en 
Wes,c) 
Es muss demnach, jedem System entsprechender halber Perioden zugeordnet, 
eine Function w existiren. die in einem System Punkte e,, &. ... e, unendlich 
klein von der zweiten Ordnung wird; congruente Systeme halber Perioden 
sind dabei nicht als wesentlich verschieden zu betrachten. dagegen können nie 
zwei incongruente Systeme halber Perioden zu demselben Punkisystem e führen; 
daraus folgt, dass mindestens soviele Punktsysteme ce, also auch Funclionen ,,., 


existiren, als incongruente Systeme einander entsprechender halber Perioden 


*) Der Beweis dieser Behauptung findet sich im $. 16 der citirten Riemannschen 
Abhandlung. Man hat, um unseren Fall aut die dort zu Grunde gelegte Form 
zurückzuführen, nur die Congruenz (23.) in Bezug auf &,, @,, ..- 2%; %,, X,, 

x, zu differentiiren, so dass die Punkte &, €, €,, ».. €, ungeändert bleiben. 
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® 


vorhanden sind. nämlich, wie mehrfach bewiesen ist: 2” *). Es könnten 
möglicher Weise mehr solcher Functionen, dann aber unendlich viele, existiren, 
insofern nämlich das in der Congruenz (18.) enthaltene Umkehrproblem kein 
völlige bestimmtes wäre. Ob und in wieweit dies möglich ist. soll nun zu- 


nächst untersucht werden. 


$. 6. 
Im vorigen Paragraphen sind die Punktsysteme c,. &, ... ec, dadurch 
definirt worden. dass die Function 
p vo. u \ 
F nl / du—x / du, +h,)) 
Er i=1v/ 
G 
in den beliebigen Punkten &,, &:, ... x, verschwinde. Lässt man diese 
Punkte zusammenfallen mit den Punkten e,. &, . .. c,, so kann man diese 


Punktsysteme auch deliniren als diejenigen Punkte, in welchen die Function: 
a /p ’z,S h' 
(25.) Ih / du, +k,) | 
’ 


unendlich klein von der ersten Ordnung wird, vorausgesetzt, dass diese 
Function nicht identisch verschwindet. Wenn also eine solche Function nicht 
identisch verschwindet, so liefert das betreffende System halber Perioden ein 
sanz bestimmies System von Punkten ©, &. ... e,. Ein solches System 


halber Perioden existirt aber im Allgemeinen jedenfalls, nämlich das System 
k, —=0. da die Funclion 


(26.) 9 f "am)) 


nur unter ganz speciellen Voraussetzungen identisch verschwinden kann, 
weil sonst 


I(0,0,...0) = 0 


sein müsste, was ja schon bei den hyperelliptischen Integralen nicht allgemein 
der Fall ist. Die p Punkte also, in welchen die Function (26.) verschwindet, 
und die ein ganz bestimmtes System der Puncte e bilden, mögen im Folgen- 


*), Vgl. Roch, über die Doppeltangenten an Uurven vierter Ordnung. Dieses 
Journal Bd. 66. Prym, "Theorie der Functionen in einer zweiblättrigen Fläche. 
Zürich 1866. 
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den bezeichnet werden mit ce)’, &’, ... c,'; sie haben die Eigenschaft, 


dass die Function 
pP ag 
(27.) ZU@, du, — / du) 
1 pr imlıe 


(0) 


L 


in den Punkten &,. &,,. ... x, verschwindet. Um also zu untersuchen, ob 
auch die anderen Systeme der Punkte e bestimmt sind, kommt es darauf an. 
festzustellen, ob Funelionen der Form (25.) identisch verschwinden können. 
Es soll untersucht werden, ob dies für beliebige Lagen des Punktes : 
möglich ist, ob also eine Function (25.) als Function von & und 3 identisch 


verschwindep kann. 
Nehmen wir also an, es verschwinde identisch für jedes & und z: 


Br 1 
% \ €). » \ 
(28.) J (i J du, tk) ); 


! ! 


dagegen nicht identisch für jedes z, &, 3, €: 


2 


(29.) I / du, / 7 de, + ki, ) ’ 


so wird (29.), als Function von 3 betrachtet, in » Punkten verschwinden, von 


denen der eine mit 3, s’, der andere mit & zusammenfällt, und die übrigen 


mögen sein: 53, $45 .-. & 


gr 


fans k, ) —— YYA du, Si u +" )) | 


B. „v) ( 


Man kann demnach, wie in (22.). setzen: 


woraus sich unmittelbar durch Multipliention mit 2 die Congruenz 1 


30.) == \ h af‘ du, + 2/" du, + ap“ du, +: raf “du )) 


A .) ” v) 


2 u p 


Diese Congruenz ist aber von der Form (23.) $.5. woraus also wie dort 
hervorgeht, dass eine Function g existiren muss, welche in den Punkten €, 
Ss... 5, unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Von diesen p—1 
Punkten ist aber der eine, nämlich &’ beliebie, was, wie im 8.3 gezeigt ist. 
eine Bedingungsgleichung zwischen den Moduln der Classe mit sich führt. Um 
so mehr müsste dies eintreten, wenn auch die Function (29.) identisch ver- 
schwinden würde, weil alsdann mehrere von den Punkten ®, &,.... x, will- 


kürlich gewählt werden könnten. 


Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 4. 12 








ee. 
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Damit ist nachgewiesen. dass im Allgemeinen, d. h. wenn zwischen 
den Moduln der Classe nicht besondere Bedingungsgleichungen erfüllt sind, 


über die Lage des Punktes & immer so verfügt werden kann, dass von den 





Funetionen (25.) keine identisch verschwindet, und dass demnach die sämmi- 
lichen 2” Punktsysteme e völlig bestimmt sind. 

Solche Bedingungen sind in der That erfüllt bei denjenigen algebraischen 
Funclionen. die zu den hyvperelliplischen Integralen führen. 

Bezeichnet man demnach die dem betreffenden System %, zugehörigen 


Punkte e, also diejenigen Punkte, in welchen die Function (25.) verschwindet, 


mit C%2 ©» ... €,. so ergiebt sich die Congruenz: 
| ' 
’ . . /P 1 —-D e 
31. ni.) = | (x / 'du,,) : 
\1 — (V) 


und man hat also die halben Perioden ausgedrückt durch gewisse Summen 
von p bestimmten Integralen. 

Ein wichtiger Unterschied besteht aber zwischen den verschiedenen 
auf diese Weise bestimmten Punktsystemen e. Wenn nämlich für ein System 
halber Perioden %, die Gleichung 


(32.) SI(kl,k,...k) = 


P/ 
erfüllt ist, so muss nolhwendig einer der Punkte e&,, &, ... ec, mit &e zu- 
sammenfallen, so dass, wenn man die übrigen mit &, ©, ... c, bezeichnet, 


die Coneruenz besteht: 


(33. Kıylay.+-M,) = 4/ du, +/ “du, Het "du, ) j 


(0) (w) (0) 
de "2 “p 


Die einem solchen System entsprechende Function ,,..,, die ebenfalls völlig 
bestimmt ist. wird daher in dem Punkte & unendlich klein von der zweiten 
Ordnung. und muss also durch den linearen Factor /, ($.2) theilbar sein. 
Durch diese Division redueirt sie sich auf eine Function y, die in den Punkten 
Cs Cs... €, unendlich klein von der zweiten Ordnung wird. Es werden 
also nur diejenigen Systeme halber Perioden, für welche die Gleichung (32.) 
nicht erfüllt ist, zu eigentlichen Funclionen %,,., führen, während diejenigen, 
die der Gleichung (32.) genügen, die in »—1 Punkten doppelt verschwinden- 


den Funelionen @ liefern. Andere Functionen y, welche in p—1 Punkten 


doppelt verschwinden, als die auf diese Weise entstandenen können nicht 
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existiren; denn bildet man mit irgend einer solchen Function g die Function: 
” l,g 
Vo) 


so muss immer in Folge des Abelschen Theorems die Congruenz (33.) er- 


füllt sein, 


$. 7. 


Es sei nun ein System halber Perioden: 


/ ee .:., © v, % 

tı - nu we 9 di, Er: 7 d,; BER Y d,1s 
n Dr 50 V, v, 

‚6 do) .- er JIR er _ d,» | = d,, I von t ug d ® 
] u BE v, v, 
77 E 2 TU ‘) dA, 1 9 da 7 Bea p) a, pP" 


Alsdann besteht in Folge der fundamentalen Eigenschaft der Funetion 


9% die Gleichung: 


| I ,T R. 0, u ER ..%» DV, I k 
(ar \ ) hp l 
(39. > 7 u, 25 v) m] 
| h—1 
en (—1)' v CZ ki. ®, bir. ar ©, > hi, E | 
Seizt man hierin ©, =0.©,=0,.... e,=0 und berücksichtigt, dass 
die #-Function eine gerade ist, so folgt. dass immer dann: 
Pier 0 
ist. wenn die Summe 
36.) ya tr te +r,u, 


eine ungerade Zahl ist; dass also die dieser Bedingung genügenden halben 
Perioden, die ich der Kürze wegen die ungeraden halben Perioden nennen 
will, zu denjenigen gehören, die oben mit 4, bezeichnet wurden, die also nicht 
zu Funclionen %..., führen. sondern zu Funclionen y, die in p—1 Punkten 
unendlich klein von der zweiten Ordnung werden. 

Diejenigen Systeme 4,. für welche die Summe (36.) eine gerade 
Zahl ist, sollen die geraden halben Perioden genannt werden. und es wird 
sich zeigen, dass für die geraden halben Perioden im Allgemeinen die Function 
(hs dia, .... A,) nicht verschwinden kann. Die Gleichung (39.) lässt sich 

12 Di 
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nämlich in der Form schreiben: 


\ P7; Y;,0) (ae. -+Kk J; tk 
9= € FO th, Yorke, ... d%,+R,) 
Oi. 
y x . 
\ vun „—— hHVhO i 
| Fe (- -1 - Ai A e ..n (0 — ki, %,— k,. ... 0, k,,): 


Die Differentiation dieser identischen Gleichung in Bezug auf eines der ® giebt: 


x ) 

2, V), ©, ( l f | 3 ı Q'/ ] J [ 

\ e V, F h v7 2 k, J Mr } \%, 2 k,) \ 

% 1 % S 

38. 
By Yu) — 5} VOR pP ’ \ 
| — (1) rYHr Ten 9rOh |_, 9 hl — k,) ) +9 le, — kl. 

\ j 1 / | a 2 / 


worin unter 9 (r,) der partielle Differentialquotient der Function 9 in Bezug 
auf das Argument o, zu verstehen ist. 

Setzt man nun in (38.) sämmtliche e, gleich O, so ergiebt sich, da die 
Differentialquotienten von 9 ungerade Functionen sind. dass für die geraden 
halben Perioden nicht 


39.) Ilkı,dy,...k) = 0 


pP 


sein kann, wenn nicht gleichzeitig: 
FEN QO’/(L\ '%k a 
#0) Fı)=0, R)=O ... Fk)=Rd. 
Die Gleichungen (40.) sind aber, wie Riemann bewiesen hat*), die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass eine Function wie: 


’p z.8 
F u f du, + k, 
- 


für alle Werthe von & und z verschwinde,. und dass dies nur unter der 
Voraussetzung gewisser Bedingungsgleichungen zwischen den Moduln der 
Klasse möglich ist, wurde oben ($. 6) nachgewiesen. 

Daraus folgt also, dass die Gleichung (39.) im Allgemeinen für kein 
System der geraden halben Perioden erfüllt sein kann, und ferner dass für 
kein System der ungeraden halben Perioden die Gleichungen (40.) alle zugleich 
erfüllt sein können. Die Anzahl aller incongruenten Systeme gerader halber 
Perioden beträgt aber 27”'(2?+1), die der ungeraden 2?7'(2?—1)**), und 


daraus ergiebt sich der Schluss: 


*) Ueber das Verschwinden der #-Functionen. Dieses Journal Bd. 65, pag. 161. 
**) Vgl. z.B. Prym |. c. 
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Es giebt im Allgemeinen, zu jedem Punkt & zugehörig, 12741 
Functionen w,,.,, und, von der Wahl des Punktes unabhängig, 277 (1 
Functionen y, die in p—1 Punkten unendlich klein von der zweiten Ordnung 
werden. 

Aus der Gleichung (38.) ergiebt sich, indem man die Argumente e, gleich 
0 setzt. für den Fall. wo die k, gerade halbe Perioden sind, das System Glei- 
chungen: 

; 3 (k,) i 

4.) »,= "ah © : 5 me Aue 1 
Die Gleichung (37.) führt zu einem System von 2°” Functionen, die der ur- 
sprünglichen 9—-Function verwandt sind, und die auf folgende Weise bezeichnet 


werden: 


ShVYıthna; | eier... a 
(42.) u r ge, (+ k, . ©-+ k; Veh v, + k,) re £ > s 
ae win 


wo der Zahleneomplex 


\®, , I, +. Pd, I 


u, ’ uU,, dicke AK» 


den man sich durch die Combinationen der Zahlen 0,1 gebildet denken kann, 
die Characteristik der #-Functionen heisst *). Von diesen $-Functionen 
sind 2?”'(2?+1) gerade Functionen, d. h. sie ändern ihren Werth nicht, wenn 
man allen Argumenten gleichzeitig die enigegengesetzten Werthe ertheilt. 
2r1(2r—1) ungerade Functionen, d. h. sie nehmen die entgegengesetzten 
Werthe an. wenn alle Argumente gleichzeitig die entgegengeseizten Werthe 
annehmen, wie aus der Gleichung (37.) hervorgeht. Die letzteren ver- 
schwinden alle, wenn die Argumente alle gleichzeitig verschwinden, von den 
ersteren verschwinden im Allgemeinen keine, wenn die Argumente alle gleich- 
zeitig Null werden. 

Die partiellen Differentialquotienten dieser 9-Functionen erhält man 
aus (42.) 


ers v, %ı3 +. % ] 








) (® y ®. 6% D,) 7 ’9 \ 
43.) lan) ° _ ea), Health) )+ le +k,)' 
(4). — (TR Br 0 ı a u 7 TA, 
Oc, ! \4 J \ 
\ 0 = 1, Bi P; 


*) Vgl. hierüber die schon citirten Abhandlungen von Roch und Prym. Die 


dort gebrauchte Bezeichnung unterscheidet sich von der unsrigen durch einen con- 
stanten Factor. 
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$. >. 

Mit diesen 2” 9-Functionen steht in naher Beziehung ein System 
von ebensovielen Transcendenten zweiter Gattung, welches die Eivenschaf! 
hat. dass alle ihm angehörigen Funclionen ungerade sind. 

Bedeuten nämlich »,, ©, ... v, ein System unabhängiger Variabeln, 
und setzt man: 


14. ©, / du, / du, +: +/ ’du,. e=1,2,...9, 


« 
0 0 11} 


| E P | 
o sind aus diesen Gleichungen für jedes Werthsystem der ©, nicht nur die 
Punkte ©,. ©. ... @, im Allgemeinen völlig bestimmt, sondern es sind auch 
die Integralionswege innerhalb eines gewissen Spielraums dadurch gegeben. 
Ist nun /.:, ein Normalintegral der zweiten Gattung, d.h. ein solches, welches 
nur in dem Punkte S unendlich von der ersten Ordnung wird. dessen Perio- 


dieitätsmoduln an den Querschnitten @« sämmtlich gleich Null, an dem Querschnitte 


5 N OU, . .I» rg‘ . a 5 a} 
bh, eleich - 2 ) sind " so kann man als Transcendente zweiter Gattung 
x 9:7 2 “ 


die Summen einführen: 


F? Es | a a 
(45.) Z:(01, 9%... ®,) = / dt: +/ dit + / Pdt;, 
« . % 


0 0 0 
c E d' 


ı 2 p 


indem man die Integrationswege ebenso nimmt. wie in den Gleichungen (44.) 


und die Grössen ©,. ®., ... v, als unabhängige Variable betrachtet. Will 
man die Variablen ®,. ©, ... vo, um Viellache der ganzen Periodicitätsmoduln 


ändern. so geschieht dies dadurch, dass man in (44.) und folglich auch in 
15.) nur die Integrationswege in gewisser Weise verändert, die Punkte 
2» #2... 0m, aber ungeändert lässt. Aus dieser Bemerkung ergiebt sich 


die Gleichune: 


\ Z:(e, pr 2k, . 77 eh,. ... Ü, H2h, 
16 rg 
. a OU i OU f OU, 
= Zell e 
2:(015 025 ...©, av, | en, ). vr, ). 


so dass also die Function Z für jedes einzelne Argument um 7 periodisch 
ist, bei gleichzeitiger Aenderung aller Argumente um entsprechende Viel- 
fache der andern Periodieilälsmoduln sich um ein hinzutretendes constantes 


Vol. meine Abhandlung über das Additionstheorem der Abelschen Functionen. 
Dieses Journal p. 193 dieses Bandes. 
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Glied ändert. Ertheilt man den Grössen ©@,. ©. ... ©, die enlgegengeselzten 


Werthe. so erhält man die Gleichung (Siehe meine oben eilirte Abhandlune 


über das Additionstheorem): 


( TuuE) 


47.) Z:(01, 02, ...9,)+ Zeil 9%, —d,— PD, 


} - / O7 


worin &, eine ralionale Funcelion von z und s bedeutet. die in den Punkten 


er, 6 unendlich gross von der zweiten Ordnung. in den Punkten 
Ei» 2a, .-. x, und in noch p dadurch bestimmten Punkten z,. ©. ... x, un- 


endlich klein von der ersten Ordnung wird. 

Nur in einem Falle kann auf der rechten Seite von (47.) statt der 
aleebraischen Function Null zu stehen kommen. wenn nämlich in dem Punkte 
X zwei einander gleiche Werthe von [, zusammenfallen. 


Nun lässt sich aber die Function £, foleendermassen darstellen: 


wo die Functionen dieselbe Bedeutung haben wie im $.2. so dass. wie 


dort bewiesen ist. der Zähler von &, in die Form gesetzt werden kann: 


ıv . A, ...(0) 2 I, ed; Yyıı a, ET, r d,p,, 
also: 
. ao@, +4,14," a, 
(48. ) il) - A, +1, Fi - £ » Fr 
Ye,e) 


Daraus folgt. dass die Function S,— «a, unendlich klein von der zweiten 
Ordnung wird in dem Punkt e, dass also « ein solcher Punkt ist. in welchem 
zwei einander gleiche Werthe von {, zusammenfallen. so dass. wenn man in 
der Function Z: den Punkt & in « hineinfallen lässt. die Gleichung (47. in 
folgende übergeht: 

47°. 2,0135 02, ...9,)+2.(-09, —,... —®, 0. 


und demnach ist die Function Z,(e,.©,.... ©,) eine ungerade Function. 
In der oben erwähnten Arbeit über das Additionstheorem habe ich 
für die Function Z einen Ausdruck durch $#-Funclionen aufgestellt. der sich 


in den hier gebrauchten Bezeichnungen folgendermassen gestaltet: 


/p - 'P g . 
C Ne F \ h( / du, -0,,) lo # hl / du; ) \' 
' we; 1" r \4 N /\ 
(49. 2:(0,, 9%, ...0,) = — — i we — NE 


. 


Führt man auf der rechten Seite die Differentialion aus. und lässt nach der 
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Differentiation 5 mit e zusammenfallen. so ergiebt sich: 
h=p F(v 
AN \ f : =) h OU 
W.), 2,10, 09,...9,)= 2 2 2). 
hl up, ’ Ü,, . ©) 


Auch aus diesem Ausdruck ist zu erkennen, dass die Function Z, eine un- 


voerade ist. 

Es lässt sich nun ein ganzes System solcher ungeraden Z-Funclionen 
bilden. entsprechend den 2” $-Functionen. 

Setzt man nämlich in der Gleichung (46.) an Stelle von e,:0,— Äh, 


und & an Stelle von S, so erhält man: 


, OU, \ 
Z,(kı+t,. ka+t2,... k,te,)- (Se) 2 ee +, 
ERTEN . 27T - ) pı Pp/ Tr ie p ou y 


0% 


= bei — 2, Ki Us ky—,. hi, —d, BER un - )-9; = I—; (8), 


linken Seite stehende Function ebenfalls eine 
ist, und als solche, den 9-Functionen 
Man erhält auf diese 


Daraus erhellt, dass die auf der 
ungerade Function der Argumente ®, 
analog. mil einer Characteristik versehen werden kann. 
Weise 2” ungerade Z-Functionen, indem man setzt: 


. | | ou, ou, ou, 
\Z k+0, +02,... kt 0,)+rV ( )+n(Z 2)+- +r, =r) 


\ \ ©; b) ®), ww ®,)- 





. 


Setzt man in der Gleichung (51.) v,=0,%,=0,... e,=0, so erhält man: 


-.0o\ r © u, ou oO Un \ 
(99. Z,(kı, h;. ... k,) — Fr (= ı) I &®) er rn ej 
? , Er 


Setzt man aber nach der Con- 





vorausgeselzt. dass diese Grösse endlich ist. 


oruenz (31.) 8.6 


kuln,... Mh) = ie Ef’ dw), 


so ergiebt sich direct: 


Zelkihar...h) = JH f "dorf rat, 


(0 (u (v0 
c ) eo’ u 


zu den geraden gehören, so fällt keiner 


Wenn nun die halben Perioden %, 
Z, e7 ” R; ... h )J endlich. 


mit e zusammen. daher ist 


»7r ) , % » » » 
der Punkte c,, &,... €, ” 
und die Gleichung (53.) ist gültig. Gehören dagegen die halben Perioden 4, 
zu den ungeraden, so fällt nothwendig einer der Punkte e,, @&, ... ec, mil & 


Pen 
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zusammen, und Z,(k,. Äy.... A,) ist dann unendlich gross. Für die Functionen 


(52.) ergiebt sich daraus die Folgerung: 

ie (0. D.,..0 

Ren vn 

ist entweder Null oder unendlich gross. je nachdem die Summe 
ylıt Ya trY,Uu, 

eine gerade oder eine ungerade Zahl ist. 

Die durch die Gleichung (52.) definirten ungeraden Z-Functionen ve- 
statten nun alle einen völlig übereinstimmenden Ausdruck durch die entsprechen- 
den #-Functionen. 

Setzt man nämlich in (50.) e,+%, an die Stelle von », und substituirt 
den dadurch gewonnenen Werth von Z, (ev, + Äh, +hs....e,--h,) in (52.). 
so folgt: 


p \ 


Hk Ho)+v,$ hlky-to ) 
2 re Fe 4 1 ft 
zZ, | az Pl One. .,) = z:. nu | u; \ 
u, ... Mr, N (Pp | \0oz ) 
. (k,- ©) 
| / 
oder endlich, nach 42.) und 43.) $.7. 
E a 
ya u; „olg@, = "0,5, 9,,.-.® 
; za \P. ... Yu, Ed et z \ 
(94.) Z:\ PRO REN a, ne e.)=23- RE BE Meissner -(- N; 
U, Uyı +. My i—=1 or, ig 


Auch aus dieser Form lässt sich leicht ersehen. dass diese Z- Funetionen 


alle ungerade sind. 

Zwischen je zweien der Funetionen Z besteht eine alsebraische Re- 
lation, die man entweder mit Hülfe des Additionstheorems erhält. oder aus 
den Ausdrücken der Z-Funetionen durch 9-Funeclionen. 


Man hat nämlich in Folge der Gleichungen /50.) und 54.) 


A he Pi u 
4 y ı® . Dan En u 4 “ ” ws a 
00 TREE 7... Ar,Ta p Urs Ürn... ®, 
mi... \ 
\ u u u ana) 
I Oo u, , er. u 24 
—— — ] | — PR 2 
he) “ 
4 


E RE 2 due | \ 


- 
= = 


und daraus ergiebt sich mit Hülfe der Sätze, die Riemann im $.27 der Ah- 
Journal für Mathematik Bd. LXX. Heft 4. 13 
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uoN 


handlung über die Abelschen Functionen bewiesen hat: 








4 \2 h) v . VY.! / [4 f 
(2. } da u ı, Örs... v,)—Z, \%ı, ©). u) 
M; I; ry 

>. ] v.»v.. vN 

\ölgy n: 

u 4 au 4 Elabinl Ei 

| 02 7% 
y» “ . vV, . V, “ ... V. ! 2) y * . 
Hierin ist y, '’ ° ”"\ eine Function, deren Quadrat rational durch s, z 
NW Mr i 
i 2  P 


ausdrückbar ist. welche unendlich gross von der ersten Ordnung wird in 
den Punkten &,. ©. ... z,. die an dem Querschnitte a, den Factor (—1)*, 
an dem @nerschnitte 5, den Factor (—1)* annimmt und dadurch bis auf 
einen von s und z unabhängigen Factor, der bei der logarithmischen Differen- 
tiation fortfällt. völlig bestimmt und rational durch die in &,, &;, ... x, statt- 


findenden Werthe von s. z ausdrückbar ist. 


$. 9. 

Die bisher gewonnenen Resultate sollen nun auf das fundamentale 
Problem der Theorie der Abelschen Functionen. auf das Umkehrproblem, 
anzewandt werden. 

Die Aufgabe ist die, aus den als bekannt vorausgesetzten Werthen 
von Cı> ®a» ... ©, die Punkte &,, ©, ... x, zu finden, welche den Be- 
dingungen genügen: 


56. 9% d2,...d,) = a F du, 7 du, +: + "du, )) 


m 0) > 


2 
Dieses Problem ist immer, und falls die v,. &. ... e, nicht gewissen Be- 
dingungen genügen, nur auf eine Weise lösbar. Es können demnach die 
Werihe. welche eine rationale Function von s und z in den Punkten x,, 
0... 0, annimmt, als eindeutige, 2pfach periodische Functionen der p un- 
abhängigen Veränderlichen v, angesehen werden. 

Dass in der Congruenz (56.) gerade die Punkte ei”, c5”, ... ch als 
untere Grenzen genommen sind. ist eine an sich willkürliche Annahme, die 
aber die Formeln nicht unwesentlich vereinfacht. Wären die unteren Grenzen 
andere, so hätte man nur die Grössen ®,. ©, ... v, um gewisse Conslanten 


zu vermehren, um die Form (56.) zu erhalten 
Die Lösung dieses Problems ist für den Fall der hyperelliptischen 
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Integrale von Herrn Weierstrass in einer sehr eleganten Form durchgeführt *). 
Um im allgemeinen Fall einen ähnlichen Weg einzuschlagen. müsste man von 
folgenden Grundgedanken ausgehen: 

Bedeutet o irgend eine rationale Funelion von s und z, so ist die 
Aufgabe die, die p Werthe zu finden, welche diese Function in den p Punkten 


Cs 2, ... x, annimmt, oder genauer ausgedrückt, es sollen die Coeffieienten 


) pP 
einer algebraischen Gleichung, durch ®,. ©. ... e, dargestellt. gefunden 
werden, deren Wurzeln die p Werthe 0.5,» x)» ».. ©. , sind. welche die 


. 
Function o in den Punkten r,. z,. ... x, annimmt. Bezeichnet man allee- 
mein mit o,.:, den Werth. welchen die Function 5 in einem Punkt = annimmt. 


so kann man dieser Gleichung die Form „eben: 


N 0 — 0x) — Ox,)) :»- (FE — Or) 
(97.) —. ——- _ — — 0 
0 2 [07 (0) ) OÖ Ö Bd ee 0 ” - 0 (0) 
\ € p 
oder durch eine Partialbruchzerlegung: 
a 4 P P. pP 
(98.) ——— —— + en er _ 1 = ©. 
00, (0)\) 0, (0)\) 0— 0, (0)\) 
un 2, _ 


Die Vergleichung von (57.) und (58.) ergiebt für diese Coefficienten P,. P;.. 
P, den algebraischen Ausdruck: 





O A ) = O0; v). 07 Ä }) 2 Ö; ) Ö (0) Öj y 
6 A, ei Er 
Ö (v) 0 (v) v7, (v) 0,0) OÖ (0) Ö 
N 2 \. w ) 
Ö (0) Ö(x ) v7 (0) O(x,)) (6 (0) Ö(x,) 
P 2 \“a 2 
ie ) DE nie - — - ” 
(99.) Ö, (0, (0) OÖ, (v) O, (0)\) OÖ, (nı 0, () 
“2 FR \% 3 
6 (0) un Ö(x,) O 5 Fa Ö(x,) on (0 v,h G OÖ; 
Po ‘p pP ER. 1: | 
’ BE N  ' a re 
e 0 (0) 17 (0) \/ 0 (0) Ö (0) J+** 0,0 Ö (0) 
p rs N a } } 


und die Aufgabe ist nun darauf zurückgeführt. diese Coefficienten P,. P.. 


auszudrücken. 


y 


P, durch die unabhängigen Veränderlichen e,. &. ... ® 


Handelt es sich um die Umkehrung der hyperelliptischen Integrale. und 


nimmt man für die Function o die Veränderliche z selbst. so erhalten die 


*) Vgl. Weierstrass, Theorie der Abelschen Functionen. Dieses Journals Bd. 52. 
Die Endresultate sind angegeben in der Abhandlung des Herrn Königsberger, über 
die Transformation der Abelschen Functionen. Dieses Journals Bd. 64. 


>” 
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Grössen P sehr einfache Ausdrücke. Es werden nämlich die Quadratwurzeln 
der P, von constanten Factoren abgesehen, ausgedrückt durch die Quotienten 
von zwei #-Funclionen, deren Argumente geradezu die unabhängigen Ver- 
änderlichen ®,. ©, ... e®, sind. Eine gleich einfache Lösung existirt, wie sich 
alsbald zeigen wird. im allgemeinen Falle nicht: es lässt sich nachweisen, 
dass die Annahme, die Coefficienten P,. P,.... P, können durch Quotienten 
von Produeten von #-Functionen ausgedrückt werden, deren Argumente ein- 
fach die unabhängigen Veränderlichen v,, ©, ... ®, sind. die Voraussetzung 
von hyperelliptischen Integralen einschliesst. 

Nehmen wir. um dies nachzuweisen. an. die Function P, liesse sich 
in der angedeuteten Weise durch Quotienten von #-Functionen ausdrücken, 
deren Argumente geradezu die Grössen ®,,. ©, ... ©, Sind, so müsste eine 
3-Functlion existiren: 

Br 


vw. | 
I) 11 2 \(o,. Dans: 2 a 
U,,... 4, ) 


welche die Eigenschaft hat, als Function von x, betrachtet, in dem Punkte c” 
zu verschwinden, welche Lage auch die Punkte ©,, &;. ... x, haben mögen, 
weil nämlich P, offenbar diese Eigenschaft hat. Berücksichtigt man also die 
Bedeutung der mit Charakteristiken versehenen $-Funclionen, (42.) $.7, setzt 
für die e,. ®. ... e, aus (56.) die Ausdrücke, nachdem man den Punkt x, 
mit dem Punkt ec” hat zusammenfallen lassen, so folgt, dass ein System ent- 


sprechender halber Perioden %k, existiren muss, derart, dass die Function 


60.) (a(/ du, +/ du, f "du, +) 
1 e 


(0) ww) () 


a 3 pP 


< 


für alle Werthe der ©. x;. ... x, verschwindet. Da nun aber (nach $.1) 


die Function 


/p R 2.8 N, ei; A 
(61. I (hl / du, +/ du, +f du,—+::: +/ "du, + k, \ 
1 . . « Mi / 


©) 0) (0) 
“2. 7y w; 
nicht für alle Werthe von 2, s: &,. 23. ... x, verschwinden kann, so ver- 


schwindet diese Function ausser in dem Punkt &, noch in p—1 anderen 


Punkten. die mit 5, $, ... £, bezeichnet sein mögen. Diese Punkte müssen 


p 
der folgenden Congruenz genügen: 
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X E- du, - .f" du,-+--- -/ du, + h,)) 


na Ps, (0) 


(62. / . . 


| —— | * [ du, 24 du, +. H/" du,)) 


(0) 


> 


Seizt man nun nach $.6 (31.) 


‚PO N /p nz \\ 
(63. TE h,,) \ h\E5 / du, ) ); 
1 et (0) 
so kann man immer einen der Punkte e,. ©, ... ec, mit & zusammenfallen 


lassen, denn in Folge von (60.) 
ee 


p, 
demnach müssen die halben Perioden %, entweder zu den ungeraden gehören. 
in welchem Fall nach $.6 eines der c,. ©, ... ec, mit & zusammenfallen 
muss, oder, falls die %, zu den geraden halben Perioden gehören, ist einer 
der Punkte e,. &. ... ce, beliebig und kann in den Punkt & verlegt werden. 
Nimmt man also an. der Punkt e, falle mit & zusammen, so folgt aus (62. 


die ra 


(64.) uf du, - "du; ee Hf" Pe, Y du, - -/ du, - +f""dn,)) = 


ig „) (V) 
3 'p P 


Aus dieser CGongruenz folgt nun. dass die Punkte 5, 5. ... &, mit den &. 
%3,...2, durch eine Gleichung %=0 verknüpft sind. ebenso wie die Punkte 


e”, on ... 6% mit den Punkten e&,, @. ... e,. oder mit anderen Worten, 
(V) 


dass eine Function y existiren muss, welche in den Punkten ce”, ce”, ... ec”, 


{ 


©, 635 ».. €, unendlich klein von der ersten Ordnung wird. Nun wird aber 
eine Function unendlich klein von der zweiten Ordnung in den Punkten 


C32 €, ... €C,. und daraus folgt. dass auch die CGongruenz bestehen muss: 


p? 


(69.) MC l auf du, + H/ "ran,)) 7 


en ig Tg 


welche mit Hülfe von (63.) die Congruenz voii 


(66. ) (kızkı,...k, =(/ du, . pP du;. JS du,): 


rl > (U) 
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Da nun der Punkt ec} nicht mit & zusammenfallen kann, weil sonst 9 (0, O,... 0) 
verschwinden müsste. so folgt aus (66.) dass eine rationale Function von s 
und z existiren muss. die nur in einem Punkt unendlich gross. in einem Punkt 
unendlich klein von der zweiten Ordnung wird: mit deren Hülfe die Fläche, 
welche die Verzweigungsart von s darstellt, auf eine zweiblättrige abge- 
bildet werden könnte. Mit anderen Worten. es müssen sich unter der hier 
semachten Voraussetzung die Integrale. um die es sich handelt. auf hyper- 


elliplische transformiren lassen. 


$. 10. 


Da nun also die Unmöglichkeit der Darstellung der Functionen P\. 
P,. ... P, in der gedachten einfachen Weise dargethan ist, so handelt es 
sich vor Allem darum, eine andere Darstellungsweise zu finden. Es wird 
sich ergeben, dass es erforderlich ist, zu den Argumenten ®,, %, ... ©, ge- 
wisse Constanten hinzuzufügen. 

Der Coefflicient P,. als Function von x, betrachtet, wird unendlich klein 
von der ersten Ordnung in dem Punkte ec’ und in denjenigen «—1 Punkten, 
in welchen die Funetion o ausserdem noch denselben Werth ©) annimmt. 


Diese Punkte, einschliesslich ce’, mögen bezeichnet werden mit: 


> c >”; 


(1) (?) (u) 


(0) 
) 


[ferner wird P, unendlich gross von der ersten Ordnung in den « Punkten, in 
welchen o selbst unendlich wird, und die mit 


<(1) c(?) (u) 
» 


>o 0 a - >o 
bezeichnet sein sollen. Dieselben Eigenschaften kommen der Function P, zu, 


wenn man resp. die @,. 23. ... x, als die Veränderlichen betrachtet. Unter- 
suchen wir nun den #-Quotienten: 


(0) 


P, ro a. ‚ro 
” (i \ du; fan, du; — Fan) 
7 € co) c®) "eo 
N 2 j 
p Rn . „. >, 
v2 0 ( au, — fan) du) — nf 1u)) 
l r ec) eo) 0) ö 
ı 2 pP 





un 
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als Function von x, in Bezug auf sein Verschwinden und unendlich Werden. 
Der Zähler dieses Quotienten verschwindet in dem Punkte ce“ 


(?) 


anderen Punkten 5. 5, ... S,, die man mitlelst der Congruenz erhält: 


(1 (2/ du, +! du, + ef du, +/ "an, Hf "du; een / ”au,)) 0, 


Rn . .v) (0) ) (0) 
’ “Pp u “ p 


und in p—1 


woraus. wie aus $.5 (23.). geschlossen wird. dass die Punkte 5. 5. ... $ 


mit den 2, 2 ..: 2, Asia eine Gleichung y=0 verknüpft sind. Der 
Nenner von 0" verschwindet demnach in dem Punkte SS’ und in denselben 


PosElse ©. Era ++. E; so dass Q selbst. als Function von &, nur in dem 
Punkte <{” unendlich gross. in ec’ unendlich klein von der ersten Ordnung 
(1) 


ollt. wenn man &. ı.. ... x. als Veränderliche 


wird. Genau dasselbe g@ .,, 2 , 


betrachtet. 
Lässt man x, über einen Querschnitt « hinübergehen. so bleibt 0" 
stetig, während Q beim Ueberschreiten des Querschnitis d, den Factor erhält: 


ce 


o 
f du, 


elt) 
S 


17 . 


wobei der Integrationsweg im Exponenten aus den beiden in den 9- Functionen 
von 0“ enthaltenen zusammengesetzt ist. Dasselbe gilt für die Variablen 
Bi ne Mr 
Das Product: 


09.09 .....0@ 


wird also, als Function von jeder der Variablen z,. @,. ... x, in denselben 


Punkten Null und unendlich. wie die Function P,. nimmt aber an dem Quer- 


schnitt 5, den Factor an: 
(V) 
2 


} 
ı [7 li) 
‘) “ 
2.> du, 
Il « 


e(t) 
S) 


e 


Der Exponent ist hierin, nach dem Abelschen Theorem ein Vielfaches der 
Perioden, und der Einfachheit halber kann man voraussetzen, die Integrations- 
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Pl Br 0 


N S() 
ie; pr ° . . . . . 
wege / ; / seien so bestimmt, dass dieses Vielfache der Perioden gleich Null 


€ 


wird. (Sollte diese Voraussetzung nicht gemacht werden, so muss zu dem 
Produet der 0° noch eine gewisse Exponentialfunction als Factor hinzuge- 
fügt werden.) Demnach ist das Product der Q“ als Function von x, auch 
an den Querschnitten 5, stetig, und ist daher eine rationale Function von z,. 


s.. ebenso auch von 3.. S.: ::- 2x „8... Diese Function wird aber in 
| B ui p P 

denselben Punkten Null und unendlich wie die Function P,. und kann daher 

nur durch einen constanten, d.h. von allen x,, &,, ... x, und mithin auch 

von %,. ©, ... do, unabhängigen Factor von P, sich unterscheiden. Nennt 


. 
1 


man diesen Factor A,, so Ist: 


c 
P, 'Oy 
ol) v, -/[ du, ) 
er, \ r ) 
P, u. A, II ne ee rg ma 
ss c 


Den constanten Factor A, kann man dadurch bestimmen, dass man für e®,, 


ds... o, irgend welche speciellen Werthe einsetzt, zu denen die zugehörigen 
Dis Xu»... 2, bekannt sind. Die Werthe O sind dazu nicht geeignet, weil 
für ©», = 0 beide Seiten der obigen Gleichung verschwinden; wohl aber kann 
man ein beliebiges System halber Perioden für ®,, ®,, ... ®, setzen: Ä,. 
hi. ... A,, zu denen sich, wie oben gezeigt wurde, die zugehörigen Punkte 
Di» 2%... @,, nämlich die früher mit c,, &, ... e, bezeichneten, auf alge- 
braischem Wege bestimmen lassen. Man erhält auf diese Weise, indem man 
auf die Funetionen P,, P,, ... P, dieselben Betrachtungen anwendet, das 


nachstehende System von Formeln, in welchem die vollständige Lösung des 
Problems der Umkehrung enthalten ist. Zur Abkürzung soll die Bezeichnung 


sebraucht werden: 


(0 : (0 —0.,)[0—0.,):- - (0 0«.,,)» 


Zu‘ 0) — (re Ö, (0) ) \ 0O0—0, (wy\) Er we 0 gg Ö (y\)* 
q / ‘ y \p 


u 5 4 09 


Alsdann ergiebt sich: 
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Ueber eine Darstellung des Imaginären in der 
Geometrie. 


(Von Herrn S. Lie in Christiania.) 





Cap. 1. 
$: 1. Der Imaginär-Punkt. 
K: seien Z und X complexe Variabeln 
Z=3z+p, X=xr+yi. 

Ich betrachte x y z als die Raumcoordinaten eines Punktes, p als das Gewicht 
desselben. Der Imaginär-Punkt (ZX) hat folglich eine gewisse Lage im Raume 
und ein gewisses Gewicht. Wenn p=0 ist, nenne ich den Punkt einen Null- 
punkt. Die Cartesische Plangeometrie betrachtet nur den Fall, wo sowohl p 
als 4 gleich Null sind. 

Anm. 1. Die geometrische Bedeutung von p wird in den folgenden 
Paragraphen dargethan werden. 

Anm. 2. Ich supponire das Coordinatensystem orthogonal, die zy- 
Ebene horizontal, die positive e-Axe gegen Süden gerichtet; die Wörter Höhe 
und Azimuth verstehen sich damit von selbst. Ich rede von einer positiven 
Rotation um eine verticale Axe. 


$S. 2. Die Imaginär-Ourve. 

Es sei FFZZX) = 0 eine Relation zwischen Z und X mit complexen 

Coefficienten. Jedes System (ZX), welches der Gleichung genügt. definirt 

einen Imaginär-Punkt. Das Ensemble derselben constituirt die Imaginärcurve. 

Ihre sinnliche Repräsentation ist eine gestreifte Fläche. Die Streifen sind 

von Punkten desselben Gewichtes constituirt. Die Nullpunkte der Imaginär- 
curve bilden eine continuirliche Linie, den Nullstreifen. 

Die gemeinschaftlichen Imaginär-Punkte zweier Imaginär-Curven werden 

von denjenigen Systemen (ZX) bestimmt, welche den Gleichungen beider 

genügen. Sie sind auf dem Durchschnitte der repräsentirenden Flächen gelegen. 


‘ _— 
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$.3. Die Imaginär-Gerade. 
Die Imaginär Gerade ist durch eine lineäre Relation definirt: 
BZ=X—A | b=b-+bi,;, A=a+ii. 
Die complexe Gleichung löst sich in zwei reelle auf *) 


b,>—-b,p = z-a, 
b,z+bp = y—a.. 
Durch Elimination ergiebt sich das äquivalente System 
(b+b)s=b(2-a)+b(y—a), | U=0, 
b+b)p=b(y—-a)—b,(x—a,). | _=®6, 
U-0 definirt die Lage der I-Punkte **) der I-Geraden. Sie sind in einer 
Ebene. Wenn p variirt, definirt Y=0 parallele Verticalebenen, welche die 
horizontale Spur von U orthogonal schneiden (Fig. 1). Die Streifen von U 
sind folglich parallele Gerade (die Linien der grössten Neigung der Ebene U). 
Wenn A die gemeinschaftliche Höhe ***) der Streifen und d die 
Entfernung eines I- Punktes von der Null-Linie ist, ergiebt sich 
p = d.teh. 
p ist positiv für einen Punkt, wenn die aufsteigende Richtung der Null-Linie, 
horizontal projieirt, um die Verticale des Punktes eine positive Rotation 
bestimmt. 
Man bemerke die Eigenschaft der speciellen Formen X = Const., 
Z = Const. 

Z=0 definirt, was ich die I-Grundlinie nenne. 

Die I-Gerade (BZ=X-—A) schneidet die I-Grundlinie in dem Punkte 
Zz=0, X=A. 

A ist folglich die complexe Grösse, die durch die Gerade in der zy- 
Ebene vom Coordinaten-Anfang zum Durchschnitt mit der Null-Linie reprä- 
sentirt wird. 


*) Für p=0 ergeben sich die Gleichungen der Nullgeraden 
bz=c—a, 
b,z = y4,, 
b,, b,, a,, a, sind folglich Strahlen-Coordinaten der Nullgeraden (Plücker, neue 
Geometrie des Raumes 1868 p. 1). 
**) Ich schreibe der Kürze willen I-Punkt, I-Gerade für Imaginär-Punkt, 
Imaginär - Gerade. 
“=, D. h. der Neigungswinkel gegen die Horizontalebene. 


44 * 
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Wenn man Z=1(z=1.p=0) setzt in der Gleichung BZZ=- X —A 


so findet sich 


2 


Bb=X-A. 
B bezeichnet folglich in Grösse und Richtung die horizontale Projection einer 
Strecke des Nullstreifens. die von den horizontalen Ebenen s=0, 3=1, 
begrenzt wird. 

A und B definiren folglich unmittelbar die Nullgerade. Sie sind die 
Coordinaten der I- Geraden. 

Terminologie. Die Wörter: Punkt, Linie, Ebene ... benutze 
ich in gewöhnlicher Bedeutung. I-Gerade,. I-Curve bezeichnen gestreifte 


Flächen. Es seien P, P,.P;. P,... I-Punkte. Ich rede von den I-Geraden 
PP,. PP,.. PP,. ..., die ich der Kürze willen L,, L,, L;, .. . nenne. 
Ihre Null-Geraden sind /,. 5. /;.....; ihre Coordinaten (A, B, ), (A: B;), (A; B;) ... 


In Analogie damit nenne ich die Coordinaten der I-Punkte P, P,. P;,... 
ZX). (ZX,) (Z,X;). (Der ausgezeichnete Streifen ist in Fig. 1 und 2 die 
Nullgerade. ) 


> 
RL 


S.4. I-Gerade, die durch einen gegebenen I-Punkt gehen. 
Wenn wir in der Gleichung BZ = A—A die Grössen Z und X als 
constant. B und A als variabel betrachten, so definirt die Gleichung die I- 
Geraden, die durch den I-Punkt (XZ) gehen. 

Ich denke mir um den Punkt (xyz) eine Ebene rotirend; jeder Lage 
derselben entspricht eine bestimmte Streifung, eine bestimmte Null- Gerade 
(Fig. 2). Die Null-Geraden constituiren eine Linien-Congruenz von be- 
sonderer Art, definirt durch die Gleichung 

p= d.igh; 
xyz) ist das Centrum, die verticale Gerade durch (xyz) die Axe der Congruenz. 

Der wesentliche Charakter dieser Congruenz ist, dass die Geraden der- 
selben in horizontalen Ebenen ähnliche Figuren bestimmen. 

Wenn man in der xzy-Ebene Punkte wählt, die einen Kreis bilden, 
eonstituiren die entsprechenden Geraden einer solchen Congruenz ein einfaches 
Hvperboloid mit horizontalem Kreisschnitte *). 


*) Die Direetricen unserer Linien-Congruenz sind nach den unendlich entfernten 
imaginären Kreispunkten gerichtet. py—1 ist die Constante derselben (S. p. 10 des 
obengenannten Werkes). 








Lie, über eine Darstellung des Imaginären in der Geometrie. 349 


Umgekehrt: Die Generatricen des einen Systems eines solchen Hyper- 
boloids können immer als Null- Gerade von I- Geraden durch denselben I- Punkt 
betrachtet werden. 

Die zwei Systeme von Generalricen entsprechen verschiedenen I-Punkten. 

Unter der Congruenz P verstehe ich die CGongruenz der Nuli- Geraden 
von denjenigen I-Geraden, die durch den I-Punkt P gehen. 

Die I-Gerade PP, ist die I-Gerade, die sowohl durch P als durch 
P, geht. 

Die Null- Gerade von der I-Geraden PP, ist die eemeinschaftliche 
Gerade der zwei Congruenzen P und P,. 


$S.5. Die I-Gurve von n-tem Grade. 


Es sei F,(ZX) =0 eine Relation von »-lem Grade zwischen Z und X. 
Die Gleichung löst sich in zwei reelle auf 
F,(2pxy)=0, F,(zpxy) =. 


Durch Elimination ergiebt sich 
did pa) = = 
UÜ=0 delinirt eine algebraische Fläche vom Grade »°. Dies ist der geome- 
trische Ort von den I-Punkten der I-Curve. V=0 definirt eine Familie 
verticaler Cylinder, die U orthogonal schneiden. Die Streifen sind folglich 
die Linien der grössten Neigung der Fläche U. 
I-Tangente. Die gestreifte Ebene der I- Tangente berührt die Fläche 


U. Im Berührungspunkte sind Gewicht und Streifenrichtung dieselben. 


UN 


=: Complexe geometrische (arössen. 





/ r r > - yr a Ver | . - . . . y » “ 
NZ — 2) + (A, — A,)" nenne ich wie gewöhnlich die Entfernung der zwei 
I-Punkte P, und P,. Die Gleichung 
PP; - P,P, 

löst sich in zwei reelle auf. Es müssen folglich zwei geometrische Bedin- 
gungen slatlfinden. Nur in besonderen Fällen ist die Gleichheit in gewöhn- 
licher Bedeutung der entsprechenden Längen die eine derselben. 

B—B 

I 2 


————— nenne ich wie gewöhnlich te(L,L.). 
1+BbBb, e 8 \ 


Die Gleichung !g (1, L.)=0 giebt B,=B,;; folglich sind die entsprechen- 
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den Nullgeraden parallele (,#2;). Die Gleichung tg (L,1,)=» giebt 14 B,B,—=0, 
d.h. die zwei Nullgeraden haben supplementäre Azimuth, complementäre Höhen. 
Ebenso werden die anderen Grössenbegriffe generalisirt. 
Auch die Ueberführung anderer Begriffe von der Ebene zum Raume 
wird aus unserer Theorie resultiren. 


$S. 7. Allgemeine Betrachtung. 


Ein geometrischer Satz kann gewöhnlich algebraisch aufgefasst werden 
als ausdrückend, dass die Gleichheit gewisser Grössen die Consequenz gegebener 
Gleichheiten sei. 

Die Sätze der ebenen Geometrie, die nicht durch die Algebra her- 
geleitet werden können, sind in unserer Theorie leicht zu verificiren. 

Weil die Algebra das Imaginäre umfasst, ist einleuchtend, dass jeder 
plangeometrische Satz (den man algebraisch aussprechen kann) von unseren 
Imaginär -Dingen gilt. 

Man kann daher allgemein aussprechen: 

Jeder plangeometrische Satz ist ein besonderer Fall eines stereometri- 
schen Doppelsatzes in der Geometrie der Liniencongruenzen. 


$. 8. Anharmonische Function. 


Die anharmonische Function von vier I-Geraden (L,/,L,L,), die durch 
einen I-Punkt P gehen, ist 
u 
AA AA 





Man hat ein Viereck in der Grundebene zu betrachten. Der Modul dieser 
Function ist das Verhältniss der Producte der entgegengesetzten Seiten. Die 
Amplitude ist die Summe zweier entgegengesetzten Winkel. 

Die Bedingung der Realität ist, dass die vier Punkte A, A; A, A, auf 
einem Kreise liegen. Ein besonderer Fall ist, dass die vier Punkte auf einer 
(reraden liegen. 

Wenn 4,&41, in derselben Ebene gelegen sind, gilt die Gleichung 

(L,LL.L) = (Ikll). 


(Im entgegengesetzten Falle hat (Z,%1,1,) keine Bedeutung.) 
Die anharmonische Function von vier Punkten (P,P,;,P,P,) derselben 
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I- Geraden ist 
en Te Te 


a 


3 * 





4 


Man hat folglich ein Viereck in der Grundebene zu betrachten. 


L, L, L, L, seien durch die I- Gerade Z, (deren Nullgerade ich mit & 
bezeichne) geschnitten. Ich nehme an, dass { die Nullgeraden /, /, 1, I, in 
den vier Punkten A, 4, A, A, schneide. Dann gilt die Gleichung 


Cap. ?. 
$. 9. Der Kreisradius trifft die Tangente orthogonal. 


Wir betrachten nur die Null-Linie des I-Kreises [Z+X’ = A, + 4:1]; 
wir erhalten den stereometrischen Satz: 

Radius Vector vom Coordinatenanfange zu einem beliebigen Punkte der 
Raumceurve [2 +2°—y’=A,,.2cy= A,] und die Tangente in demselben Punkte 
haben supplementäre Azimuth, complementäre Höhen. 


$S. 10. Anharmonische Sätze. 


a) Vier Gerade L, L, L, L, (Fig. 3). die durch denselben Punkt P 
gehen, bestimmen auf einer beliebigen Geraden ein constantes anharmonisches 
Verhältniss. 

b) Es seien /, L 4, I, (Fig. 4) vier Generatricen des einen Systems 
eines einfachen Hyperboloids mit horizontalem Kreisschnitte. Die entsprechenden 
I-Geraden ZL, L, L, L, gehen durch einen I-Punkt P. Es sei £ eine variable 
Generatrix des anderen Systems, L die entsprechende I- Gerade. Z schneidet 
I, & 1, I, in den Punkten 4, A, A, A,. 

Wie wir wissen, ist 

L[LLLL, = (A, 444); 





die linke Seite ist constant nach dem Euklidischen Satze:; folglich auch die 


rechte. Dies ist der bekannte Satz von den vier Generatricen einer Linien- 
fläche zweiten Grades. 
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$. 11. Imaginärer Kegelschnitt. Imaginärer Kreis mit reellem 


Radius. 
a. Es seien P, P, P, P, (Fig.5) vier feste Punkte, P ein variabler 
Punkt eines Kegelschnitts. Man hat die Gleichung 
P(P,P,P,P,) = Const. 
b. Es seien P P, P, P, P, I-Punkte eines I-Kegelschnitts (Fig. 6). 
Das Viereck A, A, A, A, ist zwei Bedingungen unterworfen. 
€. Wir betrachten etwas näher den I-Kreis Z+X"=M, [wo M, reell 
ist. Die Gleichungen des Nullstreifens sind 





2 +2. —y’ = M,, 
ay =V. 
Die Null-Linie hat zwei ebene Zweige *) (Fig. 7) 
»+2°=M). | 2—y =M,, 
y—V. | c—=0. 
Wir nehmen die vier festen Punkte auf dem einen ebenen Zweige. 

Weil wir auch P auf demselben ebenen Zweige wählen können, muss 
diese constante anharmonische Function P(P,P,P,P,) reell sein. Folglich sind 
A, A, A, A, auf einem Kreise, /, 4 L, l, sind Generatricen eines einfachen 
Hyperboloids mit horizontalem Kreisschnitte. Wenn P, die Null-Linie durch- 
läuft, beschreibt A, zwei Kreise, /, zwei Hyperboloide mit horizontalem Kreis- 
schnitte. 

Einfache Consequenz. Jeder Punkt der Raumcurve [3’+x°— y’ = 
M,, 2y=0] projieirt dieselbe in der zy- Ebene in Kreis und Gerade. 


$S. 12. Homographie. 


Es sei eine Homographie durch die Gleichungen 
yı _AX+BZ+C, z_6X+HZ+K 
2 DX+-EZ-+F’ DZ-EZ-+F 
festgestellt **). Wir fordern, dass die Nullpunkte einander entsprechen; dann 








*) Siehe Hamilton, Lectures on quaternions p. 685, wo sich derselbe so ausdrückt: 
of which the consideration has presented itself to some former writers in connexion 
with modes of interpreting certain results respecting the ordinary Y—1. 

In seiner G&om6trie sup6rieure betrachtet Chasles den I-Kreis Z’-+X?’—= —R’, 
dessen Nullstreifen in der vorliegenden Theorie durch die Gleichungen 3#—y’=—R’, 
x =() definirt wird. Den Scheitel dieser Hyperbel betrachtet Chasles als Repräsentant 
des I-Kreises. 

*#) S, Chasles, G&om6trie sup6rieure, Chap. XXV, p. 362. 
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muss P’ auf einer Fläche U’, P auf U sein (U und U’ sind Linienllächen 
zweiten Grades). 

Punkten einer U-Generatrix entsprechen wie in der gewöhnlichen 
räumlichen Homographie Punkte einer U’-Generatrix. 

Dagegen. Einer ebenen U -Curve (Fig. 8) entspricht gewöhnlich eine 
U-Curre dritter Ordnung (Fig. 9). 

P(P,P,P,P,) = P'{P,P,P,P,) = einer reellen CGonstante. Folglich liegen 
A, AA; 


) # 


Jeder Punkt der Raum-Üurve projieirt dieselbe in der Grundebene 


4, auf demselben Kreise. 


in Kreise. 


Es sei eine gewöhnliche Involution oder Homographie zwischen den 
Punkten der ebenen U’-Curve festgestellt. Hierbei erlangt man eine interessante 
Involution oder Homographie auf der Raum - Curve *). 

Man hätte unmittelbar eine Homographie zwischen den I- Punkten eines 
I-Kegelschnitts aufstellen können. Gewöhnlich würde man hierdurch nicht 


eine Homographie zwischen Nullpunkten erlangen. 


Es sei eine Involution auf der Raum- Curve aufgestellt: m und m’ seien 
correspondirende Punkte. Dann liegt die Gerade mm’ auf einem Hvperboloide 


mit horizontalem Kreisschnitte. 


*) 8. Chasles, Sections coniques, Chap. VIII, p. 147, 


Christiania. Februar 1869. 
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Zur Integration der gleichzeitigen Differential- 
«leichungen 


ou oD ou oD 


o0O%X coy C Us 


(Notiz von Herrn F. E. Prym ın Würzburg.) 


Mi der Integration des obigen Systems von Differentialgleichungen, 
unter Zugrundelegung von charakteristischen Grenz- und Unstetigkeitsbedin- 
sungen. beschäftigen sich die beiden Arbeiten von Füiemann: „Grundlagen für 
eine allgemeine Theorie der Functionen einer veränderlichen complexen Grösse 
Is5l" und ,„.Theorie der Abelschen Functionen 1857“. Die in der erstern Arbeit 
begonnenen Untersuchungen über die Integration des obigen Systems hat Rie- 
mann in der zweiten Arbeit ausgedehnt auf eine allenthalben »blättrige, zu- 
sammenhangende, unbegrenzte, geschlossene Fläche T mit einer endlichen 
Anzahl beliebig gelegener Verzweigungspunkte, aus der mit Hülfe von 2p 
Ouerschnitten eine einfach zusammenhangende Fläche T’ gebildet wird. Als 
ein erossartiges Resultat dieser letzteren Untersuchungen ergab sich die Er- 
kenntniss, dass zu jeder graphisch willkürlich gewählten Fläche T immer eine 
Gruppe sogenannter Abeischer, in der Fläche T’ oder T” (s. w. u. art. 2) ein- 
werthiger Integrale existirt, und ierner, dass eben diese Abelischen Integrale 
solche Funelionen «+e? von x und y sind, dass dieselben durch die Bedin- 
gung, den obigen Dillerentialgleichungen zu genügen, und durch passend ge- 
wählte, von einander unabhängige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen voll- 
ständig bestimmt werden können. 

Nach diesen Entdeckungen Äliemanns lag es nahe, einen weitern Fort- 
schritt in der Funetionenlehre von der Theorie der partiellen Differential- 
oleichungen aus, als dem Centrum der bisherigen Untersuchungen, zu erwarten. 
Gelänge es. das obige Svstem unter Zugrundelegung neuer charakteristischer 
Grenzbedingungen zu inlegriren, so würde das Resultat die Entdeckung und 
die Erkenntniss neuer Gruppen von Funelionen der complexen Variable x +-yi 
sein. Dass dieser Versuch bis jetzt nicht gemacht wurde. mag theilweise 
wohl seinen Grund haben in gewissen, der jüngsten Zeit angehörigen Be- 


strebungen, die einfachen, weil naturgemässen Methoden Riemanns durch com- 











“ - 


Prym, zur Integration gleichzeitiger Differentialgleichungen. 355 


plicirte. vielfachen Ausnahmefällen unterworfene. alsebraische zu erselzen. 
Dadurch traten andere Probleme in den Vordergrund. die von der ursprüng- 
lichen. von Riemann eingeschlagenen Richtung nur zu frühe abzulenken ge- 
eienet waren. Ein Versuch von Roch in der Arbeit: „De theoremate quodam 
circa functiones abelianas 1863: die obigen Differentialgleichungen unter 
Fixirung neuer Grenzbedingungen zu behandeln. muss als verfehlt betrachtet 
werden. da namentlich nothwendige Relationen zwischen den in die Grenz- 
bedineungen einzuführenden Gonstanten übersehen wurden: doch lässt sich auch 
dieser Fall noch mit Hülfe der von Riemann zeschalfenen Methoden vollständie 
behandein. 

Betrachtet man nun genauer die bis jetzt bekannten Fälle, in denen 
es gelungen ist. das obige System von Diflerenlialgleichungen zu integriren, 
so erkennt man leicht. dass in jedem dieser Fälle die Grenzbedingungen so 
gewählt sind. dass die Lösung der Aufgabe von der Integration einer einzigen 

\ y j da ou, ou 2 
partiellen Dilferentialgleichung, der Gleichung etz 0, abhängig gemacht 
werden kann. und dass diese Erscheinung darin ihren Grund hat. dass die 
Grenzbedingungen x allein enthalten. In Folge dessen erscheint die Function 
a für sich bestimmbar. und nachdem # gefunden. lässt sich in jedem Falle 
die zugehörige Function e durch ein einfaches, # enthaltendes Integral aus- 
drücken. Man erkennt weiter, dass es unmöglich ist, auf diese einfache Form 
das Problem zu redueiren, wenn die Grenzbedingungen # und © untrennbar 
enthalten, und auch. dass die von #tiemann angewandten Methoden für die 
Behandlung solcher Fälle nicht mehr ausreichen. 

Mehrjährige Untersuchungen auf dem Gebiete der Functionenlehre. die 
jetzt vollständig abgeschlossen vor mir liegen und in ihrer Gesammtheit in kurzer 
Zeit veröffentlicht werden sollen, haben mich nun in den Stand gesetzt, unter 
Anwendung neuer Methoden das obige System von Differentialgleichungen auch 
in solchen Fällen zu integriren, wo die Grenzbedingungen x und ® untrennbar 
enthalten. Die folgende kurze Notiz hat den Zweck, vorläufig nur ein Resultat 
dieser meiner Untersuchungen zur allgemeinen Kenntniss zu bringen. das mir 
aus dem Grunde schon jetzt einer Mittheilung nicht unwerth erscheint. weil 
es zeigt, dass die, zu jeder Fläche T existirenden sogenannten Abelschen In- 
tegrale,. deren Verhalten an der Begrenzung der aus T zu bildenden Fläche 


T' oder T” dadurch charakterisirt ist. dass sie. in T’ oder T” einwerthig, 


beim Ueberschreiten der Querschnitte um Constante, Periodieitätsmodulen ge- 


15 * 
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nannt. zunehmen, nur specielle Fälle sind aus einer grossen Klasse allgoemei- 
nerer Funelionen «+ei der complexen Variable x+yi, die ebenfalls wie die 
sosenannten Abelschen Integrale, in T’ oder T” einwerthig. durch von ein- 
ander unabhängige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen vollständig bestimmt 
werden können. und deren Verhalten an der Begrenzung der Fläche T’ oder 
T' sich kurz dahin charakterisiren lässt, dass sie beim Ueberschreiten der 


Querschnitte in lineare Ausdrücke von sich selbst übergehen. 


l. 

Die complexe Grösse 3 —= + yi denke man sich nach der Gaussschen 
Wethode vertreten durch den Punkt einer unbegrenzten. im Unendlichen ge- 
schlossenen Ebene, dessen rechtwinklige Coordinaten x, y sind. In dieser 
Z-Ebene denke man sich eine allenthalben »fach ausgebreitete, unbegrenzte, 
im Unendlichen als geschlossen zu betrachtende, zusammenhangende Fläche T 
mit einer endlichen Anzahl beliebig gelegener Verzweigungspunkte graphisch 
willkürlich angenommen. Einem jeden Punkte der Fläche T entspricht dann 
ein und nur ein Werthepaar x, y: umgekehrt aber entsprechen jedem Werthe- 
paare r, y im allgemeinen » übereinanderliegende Punkte der Fläche T, und 
zwar einer in jedem Blatte. Ist © die Anzahl der einfachen Verzweigungs- 
punkte dieser »blättrigen, unbegrenzten. geschlossenen Fläche, 2p+1 die Zahl, 
die den Zusammenhang der Fläche angiebt, so hat man stets we = 2 (p+n-—1), 
2p = w—2n+?2 (ef. Riemann A. F. 7. pag. 29). Der specielle Fall w=2n—2, 
p = 0 hleibe im Folgenden ausgeschlossen. Die 2p+ 1 fach zusammenhangende 
Fläche T kann dann auf die verschiedensten Weisen durch 2p Querschnitte 
in eine einfach zusammenhangende Fläche T’ zerlegt werden. Als die, für die 
weiteren Betrachtungen passendste Zerschneidung hat sich die folgende ergeben. 

Man zerlege zunächst in der Weise, wie es Atiemann (A. F. 19. pag. 43) 
angegeben, die Fläche T in eine einfach zusammenhangende durch ein, mit 
all seinen Theilen im Endlichen liegendes Schniltnetz, welches aus p Paaren 
von zwei, in einem und demselben Punkte anlangenden und endenden Schnitten 
a. bi ...3a,, b,: ...; a,, b, besteht und aus p—1 Schnitten &,, ©, ..., €,» 
welche die einzelnen Paare in der Weise verbinden, dass allgemein e, von 


einem Punkte von 5b, nach einem Punkte von a, ., geht. Betrachtet man die 
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beiden Seiten eines jeden Schniltes «a, b, ce als zur Begrenzung der, durch 
diese Zerschneidung aus T entstandenen einfach zusammenhangenden Fläche 
gehörig, so bestehl diese Begrenzung aus einem Stücke, und dieselbe wird positiv 
durchlaufen. wenn dabei in jedem Punkte die Richtung des Fortschreitens zu 
der Richtung der nach dem Innern des anslossenden Flächentheiles ziehbaren 
Normale in derselben Beziehung steht wie die Richlung der A-Axe zur Rich- 
tung der Y-Axe. Diese Richtung markire man längs der Begrenzung durch 
Pfeile. Bei den Schnitten a, b unterscheide man eine positive und negalive 
Seite, und zwar wähle man die Bezeichnung so, dass man, auf der positiven 
Seite von a, in der Richtung der Pfeile (ohne Rücksicht auf den etwa ein- 
mündenden Schnitt e,_,) sich fortbewegend. von der negaliven Seite von b, 
auf die posilive Seite von b, geführt wird: und folglich, auf der positiven 
Seite von b, in der Richtung der Pfeile (ohne Rücksicht auf den etwa ein- 
mündenden Schnitt e,) sich fortbewegend, von der positiven Seite von a, auf 
die negative Seile von a, gelangt. Dies ist stets ausführbar. und man kann 
immer, entweder bei a, oder bei b, zuerst die Bezeichnung willkürlich wählen. 

Man nehme dann die p—1 Schnitte e,,. ©. .... C,_ı weg und ersetze 
sie durch p neue Schniltlinien e,. ©. .... die man von einem willkürlich 
gewählten, im Endlichen liegenden Punkte ı der Fläche in der Weise zieht, 
dass allgemein e, vom Punkte z nach dem gemeinschaftlichen Anfangs- und 
Endpunkte der Schnitte a,, b, führt und dort auf der positiven Seite von a, 
wie von b, mündet. Die Linie ec, soll während ihres Laufes weder sich selbst. 
noch irgend eine andere der Linien a, b, ce schneiden oder berühren. Beide 
Seiten eines Schniltes ce, betrachte man als zur Begrenzung gehörig. und be- 
zeichne allgemein bei dem Schnitte e,, vom Punkte aus gesehen, die rechte 
Seite als positive, die linke als negative. Bei dieser Art der Bezeichnung 
führt ein Durchlaufen des, von den beiden Seiten der Schnille a@, und b, ge- 
bildeten Theiles der Begrenzung in der Richtung der Pfeile stels von der ne- 
galiven Seite des Schnittes ce, auf die posilive Seite von e,. Die Schnitte «a, b 
bilden dann mit diesen Schnitten e,. ©, ..., €, auch ein Schnittnetz, welches 
die 2p+1fach zusammenhangende Fläche T in eine einfach zusammenhangende 
Fläche zerlegt. Diese Art der Zerschneidung soll den folgenden Betrachtungen 
zu Grunde gelegt, und die dadurch aus T entstehende. von den beiden Seiten 
der Schnitte a, b, e begrenzte, einfach zusammenhangende Fläche fortan als 


Fläche T’ bezeichnet werden. Es erscheint nicht überflüssig. zu bemerken, 


dass man dieses neue Schniltnetz aus dem ursprünglichen auch durch einfache 
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Dehnungen der Schnitte e,. €, .... C,_ı. verbunden mit Verschiebungen ihrer 
Mündungspunkte auf den Schnilten a, b erhalten kann. 


‘) 


Fu » 


In der Fläche T’ fixire man beliebig r Punkte &..... &,,..., &,, und 
bilde aus der Fläche T’ eine neue Fläche. indem man von dem früher an- 
oenommenen Punkte z, in welchem die sämmtlichen Schnitte ec zusammen- 
stossen. durch das Innere der Fläche T’ r, einander und auch sich selbst nicht 
schneidende Linien / nach den r Punkten & zieht, allgemein nach &, die Linie 
/,. Eine jede solche Linie /, fasse man als einen Schnitt in der Fläche T’ 
auf. und bezeichne, vom Punkte « aus gesehen, die rechte Seite eines solchen 
Schnittes als positive, die linke als negalive. Die auf diese Weise, durch 
Einführune der r Schnitte / aus der Fläche T’ entstehende, von den beiden 
Seiten der Schnitte a, b, e, ! begrenzte, einfach zusammenhangende Fläche be- 
zeichne man als Fläche T”. In der Begrenzung dieser Fläche T” nenne man 
entsprechende Punkte überhaupt je zwei, denen dasselbe Coordinatenpaar x, y 
zukommi. und die sich nur dadurch unterscheiden, dass der eine auf der po- 
sitiven. der andere auf der negativen Seite eines Schniltes a, b, ce oder / liegt. 

Bezeichnet man die rechtwinkligen Coordinaten des Punktes &, in Bezug 
auf das gewählte Axensystem durch T; Y,, setzt 2, +y,i>2,; und versteht 
= 
)”, oder 


0) 


unter r, entweder den Ausdruck s—z,, oder den Ausdruck (3—3 


[E) 
„ 
1 


den Ausdruck „ oder endlich den Ausdruck 2). jenachdem der Punkt &, 
entweder im Endlichen liegt und kein Verzweigungspunkt ist, oder im End- 
lichen liegt und ein » —1facher Verzweigungspunkt ist, oder im Unendlichen 
liegt und kein Verzweigungspunkt ist, oder endlich im Unendlichen liegt und 
ein v— I facher Verzweigungspunkt ist: so wird r, in der Umgebung des Punktes 
&, eine einwerthige und stetige Function des Ortes sein, die im Punkte &, un- 
endlich klein von der ersten Ordnung (0') wird (R. A. F. 2. pag. 17). Be- 


zeichnet man dann ferner durch g,(r,) einen endlichen Ausdruck von der Form 


I 


| u 
y.(r,) = Pr 


id) 
= 


wo L,. LP, 1°, ... willkürliche Constante bedeuten. die auch theilweise 
den Werth Null haben können, so wird die Function Y,(r,) in der Umgebung 
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“ 


des Punktes &,, wenn z den Schnitt /, nicht überschreitet, einwerthig sein, im 
Punkte e, unstetig werden in der, durch den Ausdruck x bestimmten Art, und 
in den Punkten auf der positiven Seite des, in die Umgebung des Punktes &, 
hineinfallenden Stückes des Schnittes /, um die Constante — 2nil,, grösser sein 
als in den entsprechenden Punkten auf der negativen Seite. Einem jeden der 
r Punkte &, ordne man nun eine solche Function ,{r,) zu, ohne damit etwa 


[2 


später zu treffenden Bestimmungen über die Constanten Z vorzugreilen. 


>. 


Nach diesen Vorbereitungen lässt sich das, in der Einleitung erwähnte 


Resultat folgendermassen aussprechen: 


„Nimmt man, den 2p Schnitten a,, b, (vr = 1.2..... p) entsprechend, 2p 
conslante Grössen A,, DB, (vr = 1,2,.....p), die sämmtlich den Modul 1 besitzen. 


willkürlich an: nennt, mit Rücksicht auf Folgendes, A,. BD, ein Factorenpaar 
der ersten Art, wenn nicht beide Grössen A,,. BD, den Werth 1 haben, dagegen 
ein Factorenpaar der zweiten Art, wenn beide Grössen gleich 1 sind: nimmt 
ferner zu jedem Factorenpaare A,, BD, eine Grösse A, an: deren Werth be- 
liebig gewählt werden darf, wenn A,, D, ein Faclorenpaar der ersten Art ist, 
deren Vi erth dagegen Null sein soll, wenn A,, D, ein Faclorenpaar der zweiten 
Art ist: nimmt endlich, sooft für einen Index v die drei Grössen A,, B,, 4, 
die Werthe 1, 1, OÖ resp. haben, noch eine vierte Grösse A, willkürlich an, 
und legt den r, in den oben angenommenen Ausdrücken ı. $>, --.. Y, vor- 
kommenden Constanten L,. I». .... L, solche Werthe zu, dass der Gleichung 
2uisL, = Ri I 
u i n } I 
(enüge geleistet wird, während die Werthe der noch übrigen Constanten in 
den Ausdrücken y heinen beschränkungen unterliegen sollen und vollständig 
willkürlich gewählt werden mögen: so exislirt zu der Fläche T” immer eine 
complexe Function u+vi der Coordinaten x, y mit folgenden Eigenschaften: 
I) Die Function u-+vi ist eine in der Fläche T” allenthalben einwerthige, 


und mit Ausnahme der Punkte &,, &. .... e, auch stetige Function des 


Ortes oder Punktes x, y, die in der ganzen Fläche T" den Differential- 


in ' 


. ou oV ou ov . 
gleichungen —— = — , —— = — —— genügt. 
u OT oy  oy OB " . 
2) Für die r Punkte &,. &, .... &, wird diese Funetion der complexen Va- 


riable c-Hyi unstetig, und zwar allgemein für den Punkt &, unstetig in 
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der. durch den Ausdruck 


| | 
pr.) = Lelnr, +1,’ — 


angegebenen Art, so dass die Differenz (u+ei)—y,(r,) für den Punkt e, 
stetig bleibt. 

3) Die Werthe von u+ei in je zwei entsprechenden Punkten auf der po- 
sitiven und negativen Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, 
c, ! gebildeten Begrenzung der Fläche T”, die man durch (u+vi)" und 


u+ ei) bezeichne, sind in der Weise verknüpft, dass allgemein 


längs a, {(u+ei)' = A,(u+w)+A),, 
längs b, yute)'=B,(u+ei) +B,, 
j > \ Bi aa \1 u. a PR u Toam Ba 
längs c, y\utrv)" = (urei)+4,, 
/ .\4 IN 6 r 
längs I, \lu+rvi)' = (u+te) —Rril,, 
für v=1.2,....p; e=1,2,...,r; wobei zwischen den Sp Constanten 


I,, B,, 4,, A,, B, (r=1,2,...,p) die p Relationen 
4,= B,(A,-D)-A,(B,—1) 
für v=1,2,....p stattfinden. 

1) Durch die bis jetzt erwähnten Eigenschaften (immer mit Rücksicht auf 
die vorher gemachten Annahmen, wonach also die Werthe der sämmtlichen 
Constanten A, B, 4, L, LV, L®,... festgelegt sind, und ausserdem noch 
die Werthe all der Constanten A,, die zu Indices v gehören, für die 
A,, B,,4,=1,1,0 resp.) ist die Function u-+vi bis auf eine additive 
willkürliche Constante bestimmt.“ 


Man bemerke, dass die p-+1 Relationen: 
2ui2l,=24; 4,=B,4A-1)-4(B,-1); (v=1,2,...,p, 


die zwischen den 5p-+r, in den Grenzbedingungen 3) auftretenden Constanten 
stattfinden, nicht den Charakter von Beschränkungen haben, sondern aus der 
Einwerthigkeit der Function «+ ei allein schon nothwendig folgen. Sind alle 
p Factorenpaare A,, B, von der zweiten Art, so ergiebt sich FL,=0 (ef. 
RR. A. F.3. pag. 19). Das unter 4) enthaltene Resultat lässt sich auch folgender- 
massen aussprechen: 

„Eine in der Fläche T’ (die die Schnitte I nicht enthält) allenthalben 
einwerthige und stetige Function u+vi der complexen Variable x -+yi, deren 
Werthe in je zwei entsprechenden Punkten auf der positiven und negativen 


Seite der, von den beiden Seiten der Schnitte a, b, ce gebildeten Begrenzung 
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der Fläche T' in der Weise verknüpft sind, dass allgemein (für v=1.2,....p) 


längs a, \u+vi)' =A,(u+tei)+A,, 
längs b, \a+ei)' =B,(a+tei) +B,, 


längs ce, \u+ei)' = (u+ 


ist immer eine Constante, wenn nur die 2p Grössen A,, DB, sämmtlich den 


Modul 1 besitzen, und ferner von den 2p übrigen Constanten A,, BD, all die 
Constanten A,, die zu Indices v gehören, für die gleichzeitig A,—1, DB, —1 
ist, den Werth Null haben. 

Durch diese Resultate meiner Untersuchungen erscheint nun auch die 
Theorie dieser merkwürdigen transcendenten Functionen #-+ei auf eine. von 
der Ausdrucksform unabhängige, keinen Ausnahmefällen unterworfene Grund- 
lage gestützt. Nennt man von den unzählig vielen Functionen a--ei der 
complexen Variable #-+yi, deren Existenz im Vorigen ausgesprochen wurde, 
zu derselben Gruppe gehörig alle diejenigen, für die die 2» Constanten 
A,, B, dieselben sind, und bezeichnet eine solche Gruppe durch das Symbol 


"0 ERON 
ine; 
die Gesammtheit der, zu der Fläche T’ gehörigen sogenannten Abelschen In- 


2) Gruppencharakleristik genannt, so erkennt man sofort, dass 
P 


a eere]n 


gleichsam eine Ausnahmestel- 


suchte Gruppe nimmt zu den übrigen Gruppen 
lung dadurch ein, dass von den zu ihr gehörigen allenthalben endlichen Func- 
tionen eine jede sich durch je p specielle dieser Funclionen, die linearunab- 
hängig sind, linear ausdrücken lässt (R. A. F. 4. pag. 20), während von den, 
zu irgend einer andern Gruppe gehörigen allenthalben endlichen Functionen 
a4 vi eine jede sich schon durch je p—1 specielle dieser Functionen, die 
linearunabhängig sind, linear ausdrücken lässt. 

Es existirt noch eine zweile grosse Klasse von Functionen U-+!Yi der 
complexen Variable 2-+yi, die, in T’ oder T” einwerthig, nur in den Punkten 
&, unstelig werden wie Functionen %,(r,) 


MM) 0, 
y 


schnitte in lineare Ausdrücke von sich selbst übergehen. Sie unterscheiden 


und beim Ueberschreiten der Quer- 


sich von den vorher betrachteten Funetionen «+ vi wesentlich dadurch, dass 
für sie die 2» Constanten A,, 5, nicht sämmtlich den Modul 1 besitzen, und 
dass sie in Folge dessen nicht wie die Functionen #+®vi durch von einander un- 
abhängige Grenz- und Unstetigkeitsbedingungen allein bestimmt werden können. 
Alle diese noch übrigen Funclionen U+1i sind in der Form 
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a ', du-+vi i 
U+hi = c+fe —_—— ) d(xz-+yi) 
d(z-+ yi) 


. ’ ‚ u; A . ee 
darstellbar, wobei J eine allenthalben endliche Function der Gruppe & } 


bedeutet. »#-+-vi eine der vorher betrachteten Funclionen, und Ü eine Constante. 
Meine in der Einleitung erwähnte, demnächst erscheinende Arbeit, auf die ich 
wegen weiterer Ausführungen hier verweisen muss, enthält die vollständige 
Theorie sowohl der Funetionen #-+-®i wie der Functionen U-+Yi: eine Theorie, 
dadurch bemerkenswerth, dass aus ihr die Haupteigenschaften der durch Quo- 
tienten von $-Funetionen darstellbaren Gebilde (vergl. meine Arbeit: „Zur 
Theorie der Funetionen in einer zweiblättrigen Fläche, Zürich 1566.‘) unab- 
hängige vom Ausdrucke, ohne also die Kenntniss der 9-Function vorauszuselzen, 
abgeleitet werden können. Schliesslich bemerke ich noch, dass einige meiner 
hierhergehörigen Methoden und Resultate durch meine sich regelmässig wieder- 
holenden Vorlesungen über Funectionentheorie schon in den Besitz meiner Schüler 
übergegangen sind. 


Würzburg, im Sommer 1869. 
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Ueber die Vertheilung der Reste und Nichtreste 
einer Primzahl von der Korm 42+3 innerhalb 
p wi 


2 


des Intervalles I bıs 


(Von Herrn Göftting in Torgau.) 


p Man bezeichne die quadratischen Reste zu p mit a, die Nicht- 
reste mit b, mit A und B die Anzahlen derselben von 1 bis p—1 und theile 


die letzteren Zahlen in vier Intervalle 


a ) ( : Zu 
I von 1 bis — E 2 Zahlen 
wei P+t1 zu 
II von y bis >» 7 ,ahlen 
| pP 1. Sp p+1 7, 
III von o bis r er ‚ahlen 
i > u —) , 
IV von -- bis p—1, E un Zahlen; 


ferner mögen resp. A,, A,, A;. A, und B,. B,. B,,. B, die Anzahlen der 
Reste und der Nichireste in den vier Intervallen bedeuten. Da p—a=b ist, 
so wird stets A,=B,. A,=D, sein müssen. Die doppelten Zahlen I und die 
doppelten um p» verminderten Zahlen III sind nun genau die Zahlen I und H. 
Hieraus folet für 
1) p= 8n-++-7, also ee} +1, 
P° 
A, +4; = A, +A,. B,+B,= B,+B.. 
also 
A=A. B=B wm A,=B,. A=B,. 
d.h. im Intervall II und ebenso im Intervall III sind eleichviel Reste und 
Nichtreste enthalten. 
2) p= Sn -+3, also es B; 
pP 
A,+A;=B,+B.. B,+B,=A,+A.. also A,=B.. 
d.h. in dem Intervall I sind gleichviel Reste und Nichtreste enthalten. Be- 


kanntlich drückt A, +A,— B,—B, die Klassenanzahl der zur Determinante p 


gehörigen quadratischen Formen erster Art aus. Für Primzahlen S»-+7 ist 
46 * 
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also diese Klassenanzahl gleich der Differenz A,—B,, für Primzahlen 8»+-3 
oleich A;—B,. 

In diesem Journal Bd.21 ist von Dirichlet gezeigt, dass, wenn p= 8n +7 
und « die Zahlen I und II bezeichnet. 3(")e= AB, ist. Hieraus folgt. 


dass die Summe der in J und 11 vorkommenden Reste vermindert um die 


Summe der Nichtreste gleich Null ist. 
2. Theilt man. wenn p eine Primzahl von der Form 8%2+7 bedeutet. 
die Zahlen von 1 bis p—1 in die sechs Intervalle 











’ ) p—1 —5, 
I 1 bis I, PT oder 22. Zahlen 
5° 6 6 
ur ) »—1 +1 
1 r bis —; PT oder } E Zahlen 
) « > ) 
um ) ff 1 _ 
III + bis n I oder — Zahlen 
oO " > ) 
Wi. 5 y—1 1 
IV bis ne FT oder ZZ Zahlen u. s. w. 
2 3 6 6 
und bezeichnet die Anzahlen der Reste und Nichtreste mit A,. A». er 
B,. B,..... so ist ebenso wie oben A,=B,. A,=B,;, ferner sind die doppelten 


Zahlen I und die doppelten um p verminderten Zahlen IV genau die Zahlen 
I und II. Hieraus folgt 


A=A=B, A;=b,=B, und Aa+A,=B,+B,, 
| ge EUR ir 
d.h. unter den Zahlen von 5 bis — sind gleichviel Reste und Nichtreste 


enthalten. 


Torgau, Mai 1868. 
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Ueber ternäre quadratische Formen. 


(Von Herrn Paul Bachmann in Breslau.) 


Bei den ternären quadratischen Formen bildet bekanntlich die Aufgabe, 
eine gegebene binäre quadratische Form durch eine solche darzustellen, das 
Analogon zur Darstellung einer gegebenen Zahl durch eine binäre Form. In- 
dem ich versuchte, diese Aufgabe nach Prineipien, welche in ähnlichen Fällen 
von Dirichlet angewendet worden sind. vollständie zu lösen. ist es mir zu- 
nächst gelungen, für den Begriff einer Gruppe von Darstellungen ein Analovon 
zu bestimmen, und so auf arithmetischem Weee zu den Translormationsformeln 
zu gelangen, welche Herr Hermite in diesem Journal Bd. 47 pag. 326 zuerst 


eegeben hat. 


1. Es bezeichne fix, x’, x) die ternäre Form 
az +az"+a'c" +2br rc +Rb ec" c+2l vr 
mit der Determinante 4, und F(x, x’, x") ihre adjungirte Form 
Ax’+ Acc" +4A'2"+2Bre'c"’+2Be’2+2B’'ca. 

Man beweist leicht nachstehende Gleichung: 

» 2 ZN 
9Y:%) 
— (Ay+X y+X'y'’— F(ay"— a" y, ca y—ay', ay— xy). 


rn 


I. x. = 
(1.) / 


in welcher 
X=ac+b'c+br, X'=b’ac+ar+be, X =bae+brH4 ad, 
und welche als die gemeinsame Quelle aller nachfolgenden Resultate zu be- 
trachten ist. — 
Eine binäre quadratische Form (p, q, r) heisst durch f darstellbar, wenn 


diese lelztere dureh die Substitulion 


ct = at-+ Nu, r' — ot + u, ge _. at | Pu 


in pf-+2glu+ru® übergeht. Sind A, A’, A” die Werthe von X, X, X”, 
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wenn man die x durch die « ersetzt. so ergeben sich für den Fall der Dar- 
stellbarkeit folgende Gleichungen: 








7 


p - f ÖL, a, 04 )s q — AP+ A’B'+ A” r— f(B. ß', BR" 


br) 





Ist daher D die Determinante der quadratischen Form (p, q, r), so findet 
man. wenn man in (1.) die x und die y resp. durch die « und die / ersetzt. 
nachstehende nothwendige Bedingungsgleichung: 





FE Y „2m ER] ER) Jr je! AN 
D= Fap—a P,a'P— op", ap —ea'P 


d. h. die Determinante jeder durch f darstellbaren Form ist durch die zu f 
adjungirte Form F darstellbar. Wir betrachten nur die eigentlichen Darstel- 
lungen d. h. diejenigen. für welche die Zahlen 


ı=aß—-a ff, K=aB—-aP, K"=aß—a'ß 
ohne gemeinsamen Theiler sind. Für diese können also drei ganze Zahlen 
y A ‚ a,'! iu 4 h 21 » (r 
y,. y. y' der Gleichung 
- BE ee 
ytiy+iy" = 1 


semäss bestimmt werden. 
Wendet man nun die Gleichung (1.) auf die adjungirte Form an. so 
erhält man: 
F(z,2,x2').F(y,y',y") 
Yc+ Ye+Y"'2’)-—-4.fcy" ey, 2" y—ay", ay— ey). 
wenn 


Y=Ay+B’y+By', Y=B’y+Ay+By', Y"=By+By+A'y' 


gesetzt wird. Aus dieser Gleichung aber ergiebt sich für y=4, y=#, y'=#, 


wenn man 


f a ! e N R]j ı a2} „ 
® EX ii 64 KL ra T b) In — PL TP T z [? E 


i 


setzt und bemerkt, dass wegen der Darstellung von (p,q,r) durch f die Gleichung 


r ’ 348 ) . „’ “ 2 . ‚" E) nd . - *) az» ea“ 
[ww— Pr,aw—pPv,a w—pPv) = pw —zqwe-rı 
stattfindet, folgende wichtige Congruenz: 
Le+lLxc+L'c) = 4(pw'— 2qwe+rv?) (mod. D), 


in welcher /, 1’, L” die Werthe von Y, Y', Y’ für y-), Jy=4,y'=#' 


- 


bezeichnen. Sei nun 


u u "u u . u" ya u’ Br vu" vu ? 
we / se Di ni we in Eee 
Rn); „ “PR, 7 m 12 «0. ; „ ! 1) 
gr er Ar 7 - DI un [Y ‚ — A | Ay 
: 77 Er . ) == 137 Y > ) 3 7. 


Wenn man dann die © einmal durch die «, das andere Mal durch 
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die v, endlich durch die «+» ersetzt. so erhält man aus jener Congruenz 


die folgenden drei: 


(Lu+lwW+l’u”) = p4 
Iv+Lv+L'v') rd (mod. D). 
| \ 
Lu+LUwW+L"wW')(Iov+ L’v-+Lv" gI\ 


welche lehren. dass jede eigentliche Darstellung einer Form (p,q.r) durch f 
zu einem bestimmten Systeme von Wurzeln der Congruenzen 
W=»4, WW -q4, W"==r4  (mod.D 
gehört, nämlich zu den Wurzeln 
W = (Al+B"W+B'i')u+ (BR +AW 4 Bi) + (BR + Bi’ + A") u 
W' = (Ai+B"W+B’W")v + (B"R+A'+ Bi) v’+ (BR + Bi’ + A"W)v". 


Durch passende Wahl der Zahlen y, y', 7’ können diese Congruenzen in 


‘ 
Gleichungen verwandelt werden. 
2. Wenn (p,g,r) durch die Form f mittelst der Werthe «, «', «'; 
P, P', P" dargestellt wird, so besteht die Gleichung 


12 


f(at+ Pu, a't-+ Pa, a t+Pu) = pl + r2gta+ ru 
für alle {, «. Man bezeichne nun mit 7, v alle ganzzahligen Auflösungen der 
Gleichung <— Dv’—=1 und setze 
a=tr—-w, b=—rV, c=p, d=r+q, 
t= at +bW, u=cl+iw, 
so ist bekanntlich 


pe + 2gtu+tru® — pt’ +2gluW + ru”. 


Man hat also eine zweite Darstellung von (p,g,r) durch f mittelst folgender 
Werthe: 


| a UM Lu A Pr 
.=m+Pp, v=aa+pı., a =an+ßc; 


(2.\ 


j ’ / £ ' ’ N 
PA=el+ßp, A=al+p PA =ab+p"r. 


Bezeichnet man die, dieser zweiten Darstellung zugehörigen Grössen durch 
die entsprechenden Zeichen mit unterem Index, so findet man 

8) Leah Mel, MM, 
so dass, wenn h, k beliebige ganze Zahlen bedeuten, 


I 


ı “ — Ay „| | » A a a , \ /) Ar = „"ıL | /d 
(4.) yı +ho, + kB» Yı — + ho, + ki,» 3 } he, : k/, 


\ 


gefunden werden. Untersucht man, zu welchen Wurzeln die zweite Darstel- 
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lung gehört, so findet man aus den vorigen Werthen leicht 
W =ıW-«W'-kD, W=-tW+4pW’-hD. 


Nun sind die beiden Ausdrücke gW-+pW’, rW-+gW’ durch D theilbar, daher 
kann man die vorigen Gleichungen nach Substitution der Werthe von a,b, c.d 


als Congruenzen schreiben, wie folgt: 
>.) W=1W, W, =#W' (mod. D). 


Bedeutet aber T, U die Fundamentalauflösung der Pellschen Gleichung, 
so Isl 
r+vyYD = +(T+UYyD)“. 

Entweder ist nun +T I (mod. D) oder doch das, dem obern Zeichen und 
n -2 entsprechende 7: 1 (mod. D). Man kann also eine gewisse kleinste Auf- 


lösung T, Y angeben, deren T 1 (mod. D) ist, von der Art, dass die Formel 
6.) r+vyD = +(T+YyD)' 


alle x, welche +1 oder —1 (mod. D) congruent sind, ergiebt, jenachdem man 
in derselben das obere oder untere Zeichen wählt. Hiernach ergeben die 
Coneruenzen /d.) folgendes Resultat: 

Sind 1, v in den Gleichungen (2.) durch die Formel (6.) bestimmt, so 
bilden die Werthe (2.) eine Darstellung von (p,q,r) durch f, welche zu den- 
selben oder zu den entgegengeseizten Wurzeln gehört, wie die erste Darstel- 
lung, jenachdem man in (6.) das obere oder untere Vorzeichen genommen hat. 

Dieser Satz lässt sich folgendermassen umkehren: Alle Darstellungen 
von \p,g,r) durch f, welche zu denselben oder zu einander entgegengesetzten 
Wurzeln gehören und für welche die Werthe von 4, #, 4" dieselben bleiben, 
werden mittelst der Gleichungen (2.) aus einer beliebigen unter ihnen erhalten, 
wenn darin ı, v durch die Formel (6.) bestimmt werden. — In der That, nach 
den Vorausselzungen bestehen einerseits die Gleichungen \3.) und 


(4.), aus 


welchen sich die folgenden ergeben: 


> 


En ger u 7 ! or 
u, - Co rr / X, — bh, ur 


vo—yo—hi, u =ya—yoa—hka" 
/ Dez hl Ei Be a ER A N‘. 


/ 


Ivy" 
_ 4 
: 19 


s af 7 . — | Pa u .) PR 0 Yu 2 — > as ’ PERS ar 
r, PI7 — hi. y,=Pı) (717 hi. . v, =pPı) —ıY hi. . 
” 
Andererseits kann man die Zahlen y und 7, so gewählt denken, dass, wenn man 
mit WW, W’ die Wurzeln bezeichnet, zu welchen die erste Darstellung gehört, 
W=Lu+lwW+lwW" = +(Lw+lLw+l"’u,), 


W'=lWw+Llv+4Ll'V" = +(In+Un+L')) 
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ist, wo die oberen oder unleren Zeichen gelten, jenachdem beide Darstellungen 
zu denselben oder zu entgegengesetzien Wurzeln gehören. So sind die Zeichen 
auch in den folgenden Gleichungen zu wählen, die leicht aus den vorigen folgen: 
| AD W'\)\a+(kD+W)ß, = Wa+Ws3, 
(T.) kD+=+W)a+kD+W)P, We -+W%#, 
| kAD+W')a+(kD+W)PB} = W’a" 1 Wr» 
oder in diesen beiden: 
\kiD+W = W'ipu Hp “+ W)—- Wr + Pr +Pr"), 


| kD+W =-W iau+owW+ou')+Wear+ov+ar"), 


deren Determinante gleich Eins ist. 


(8.) 


Endlich bestehen für alle f, « die beiden Gleichungen: 


i 2 . m] „ - u R ) 
Enz et+Pu,ot+p u = pP+2gtut+ru, 


2gtu+ ru‘, 


’ 


fint+ Pu, t+ Pa, 14 Pu) = pl 
aus denen, in Folge der Gleichungen (7.) oder 8): sich 
p(hD+W'’+2g(kD+W')\(kD+W)+r(kD+ W’=pW"+24W'W-+rW?° 
ergiebt. Da diese Gleichung für unendlich viele din W, W’ besteht, ohne 
dass die Coefficienten der Substitution (8.) sich ändern, so bilden diese Glei- 
chungen (8.) eine Transformation der Form (p,g,r) in sich selbst; daher 


findet man 


> f en) N a „ —i or ! ! Hi „N A 2m ö 
Pput+pu +ßpu =T-w, sutau tout =—pv, 
n f ’ gr 7 E : N f ‚! N ı! ‚ SER ! r 

+P, V m Pı V — TV, 0,9) . c,) E 0.) _—— ’rql 


und daraus Werthe für die @, und die 5,, welche sich von den durch (2.) 
bestimmten nicht wesentlich unterscheiden. Hieraus folgt die Richtigkeit des 
Satzes, da vorher bewiesen, dass die so bestimmte zweite Darstellung nur 
dann zu denselben oder zu entgegengesetzien Wurzeln gehören kann als die 
zweite, wenn 7, v durch die Formel (6.) bestimmt werden. 

Wenn wir nun alle Darstellungen, für welche 4, 4, 4” dieselben bleiben, 
und welche zu gleichen oder zu entgegengeseizien Wurzeln gehören. eine 
Darstellungsgruppe nennen, so erhalten wir den Satz: Alle Darstellungen einer 
Gruppe ergeben sich aus einer beliebigen unter ihnen mittelst der Gleichungen 


(2.), in welchen 1, v durch die Formel (6.) zu bestimmen sind. 


3. Wir machen nun von den erhaltenen Resultaten eine Anwendung 
auf die Transformation der Formen. indem wir zwei beliebige Darstellungen 
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einer Gruppe betrachten, welche dem oberen Vorzeichen der Formel (6.) 
entsprechen. Die Zahlen h, k können so gewählt werden, das W,=W, 





W; — W’ wird, man findet nämlich 











RL. ET, Bi _PpW en, ; 
Geht dann die Form f mittelst der Substitution 
a, ’ 
S=4e, P, 
u: u . 
in die Form y (, „ Dr mit der adjungirten Form gi ui ne über, so muss 


ein Gleiches auch für die Substitution 
“, BER Yı 
S, Tu w. D.. Yı 
19 !ı 





seschehen, also die Form g in sich selbst übergehen durch die aus der um- 
eekehrten Substitution S, und aus S zusammengesetzte Substitution, für welche 
man leicht findet: 


D, ee b, ec; h 
C dl, h 
vu % 


So liefern die zu einer Gruppe gehörigen Darstellungen eine unendliche 

Schaar von Transformationen der Form g in sich selbst von der charakteri- 

stischen Form, dass die letzte Variable ungeändert bleibt. Man kann hinzu- 
fügen, sie liefern alle solche Transformationen; denn sei 

t=aT+PU+yV, u=«T+P'U+yV, v=V 

eine derselben. so giebt offenbar = «T+PU, a = «'T+P'U eine Transfor- 


malion der Form pt’ —+2glu-+- ru in sich selbst, also ist 





Ü  T — qv, p un UV, Pi — pv. P' | + qv. 
Zur Bestimmung von y, y' ergeben sich sodann die Gleichungen 
I ° art AL E ) Ar Zu Dr nz 4 
pPy+rPy-+mPß" +nP +g(Py-+Py) = m, 
pey+ra'y' +ma' +na +gley-+ey) = n, 
py' +ry"” +2my' + 2ny + har — Q, 


aus deren beiden ersten man, mit Rücksicht auf die Gleichungen 


q—pr=D, nr—mg= W',mp—-ng=W, Dm=— (rW+gW'), Dn=— (qW-+pW') 
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« 


leicht folgende Werthe ableitet: 


STE ee. 
y=-W IT 4 Tv, = W177 


Us 
die dritte wird von denselben ebenfalls erfüllt. Diese Werihe werden allgemein 
nur ganzzahlig, wenn 7, v durch die Gleichung (6.) bestimmt werden, alsdann 
unterscheidet sich aber diese Transformation von der vorher abgeleiteten nur 
durch das entgegengeselzte Vorzeichen von v, was unwesenllich ist. 

So sind wir auf anderm Wege zu den Formeln des Herrn Hermite 
gelangt. — 


Breslau, 1869. 






























Aronhold. 


Ueber eine neue algebraische Behandlungsweise der Integrale irra- 
tionaler Differentiale von der Form ZI (z, y) dx, in weleher // (x, y) 
eine beliebige rationale Function ist, und zwischen x und y eine 
allgemeine Gleichung zweiter Ordnung besteht. 

Ueber eine fundamentale Begründung der Invariantentheorie. 

Neuer und direeter Beweis eines Fundamentalsatzes der Invarianten- 
Be eo ee u ee 


F. August. 


Ein Steinerscher Satz über Krümmungskreise bei Kegelschnitten und 
ein allgemeinerer Steinerscher Satz über osculirende Kegelschnitte 
bei Curven dritten Grades. TRELZTELLE TEE EEE TFT 

Geometrische Betrachtung der Normalen, welche sich von einem 
beliebigen Punkte auf eine algebraische Fläche fällen lassen. 


bachmann in Breslau. 
Zur Theorie der eomplexen Zahlen. ir re nie 
Ueber ternäre quadratische Formen . . 2. 2 2 2 2 202. 
Bauer in München. 


Ueber Kegelsehnitte, die einer gewissen Bedingung genügen. . . 
Ueber Kegelschnitte.e - - - - : 2 2.2. 
Bertram. 


Ueber eine Vorsichtsmassregel beim Gebrauch des Prineips der vir- 


tuellen Geschwindigkeiten. 


Bischoff in München. 


Ges + -- su: ea 
Ueber Uurvenbüschel, die sich gegenseitig berühren. 


c 


Paul du Bois-Revmond in Heidelberg. 


Hauptlehrsätze der Theorie der partiellen Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit drei Variabeln. 


Inhaltsverzeichniss der Bände 68 bıs 70. 
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61. 
62. 


68. 
09. 


Seite 
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281—345 
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284— 287 


“),* om 
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Bände 61 bis 70. 


Inhaltsverzeichniss der 


Notiz über zwei Systeme von partiellen Differentialgleichungen. 

Ueber die allgemeinen Eigenschaften der Klasse von Doppelintegralen, 
zu welcher das Fouriersche Doppelintegral gehört. 

Bemerkungen über die verschiedenen Werthe, welche eine Function 
zweier reellen Variabeln erhält, wenn man diese Variabeln ent- 
weder nach einander oder gewissen Beziehungen gemäss zleich- 
zeitig verschwinden lässt. uEERREN FE EER 

Ueber die Integration lineärer totaler Differentialgleichungen, 
dureh ein Integral Genüge geschieht. 


denen 


Boole in Cork (Irland). 


Ueber die partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 


Rr+Ss- Tt+U(s®’— ri) = V. 


Brill in 


Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als hyperelliptische 
Funetionen eines Parameters darstellen lassen. 


(slessen. 


Briosehi in Mailand. 


Note relative a la lettre de M. Hermite ä M. Brioschi. (Bd. 63, 


pag. 50 —32.) 
Cavley in Cambridge. 
Note sur la realit@ des racines d’une &quation quadratique. 
Nouvelles recherches sur l’elimination et la theorie des eourbes. 
Suite des reeherches sur l’elimination et la theorie des eourbes. 
Note sur la surface du quatricme ordre de Steiner. 
Note sur les singularites superieures des eourbes planes. 
Sur un theoreme relatif & huit points situes sur une conique. . . 
Sur un cas partieulier de la surface du quatrieme ordre avec seize 
points singuliers. B we 
Note sur une transformation &&ometrique. 
Note sur l’algorithme des tangentes doubles d’une eourbe du qu: \trieme 
ordre. . . 


Christoffel. 

Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herrn Weierstrass. 

Ueber die kleinen Schwingungen eines periodisch eingerichteten Systems 
materieller Punkte. u a a a m En a 

Ueber die Bestimmung der Gestalt einer krummen Oberfläche dureh 
lokale Messungen auf derselben. 

Zur Theorie der einwerthigen Potentiale. 

Ueber den Einfluss von 
die Lösung a Differenti: algleichung en. 

Minimumsflächen N. 


Invariantentheorie. 


Ueber einige allgeme eine Eigenschaften der 
jeweis des Fundamentalsatzes der 
Theorie der 


bilinearen Formen. 





alitäts- und Stetigkeits- Bedingungen auf 


Band 


H8. 


69. 


10. 


61. 


61. 
63. 
64. 
64. 
64. 
02. 





319 

Seite 
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299 13 
au 390 
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374 Inhaltsverzeichniss der Bände 61 bis 70. 


Ueber die Transformation der homogenen Ditterentialausdrücke zweiten 
Bis, ; ; iermnlantlire ro ua nen 
Ueber ein die Transformation homogener Ditferentialausdrücke zweiten 
Oraliea VUkEEERSEEEETERSEEEE 3 u wrld) eh 


Clebsch in Göltingen. 


Ueber das Pfaffsche Problem. Zweite Abhandlung. wu 

Bemerkung zur Abhandlung des Herrn Röthig: „Ueber das Potential 
eines homogenen FON NEW Cylinders.“ (Bd. 61, pag. 180 
bis 186.) » » 

l’eber die Re dexion an einer Kugelfl; äche. 

Leber das Problem der Normalen bei Curven und Oberfläe hen der 
zweiten Ordnung. 

l’eber eine Klasse von Gleie ungen, we >lehe ı nur reelle W urzeln besitzen. 

Ueber die Wendungsberührebenen der Raumeurven. 

Zur Theorie der algebraischen Flächen. 

Ueber einen Satz von Steiner und einige 
Curven dritter Ordnung. 

Bemerkung zu Jacobis Beweis für die Anzahl der "Doppeltangenten. 

Ueber die Anwendung der Abelschen Funetionen in der Geometrie. 

Ueber diejenigen ebenen Curven, deren Coordinaten rationale Funetionen 
eines Parameters sind. . . u 2 

Ueber die Elimination aus zwei Gleichungen dritten Grades. 

Ueber die Singularitäten algebraischer Curven. ar 

Note zur Abhandlung des Herrn Cremona: Sur ’hypocyeloide a trois 
rebroussements. GE EEE WETZEDE DENEEDEE BE DETE WE 

Ueber diejenigen Curven, deren Coordinaten sich als elliptische 
Funetionen eines Parameters darstellen lassen. . . . 2 2... 

Ueber einige von Steiner behandelte Uurven. 

Ueber die simultane Integration linearer partieller Differentialglei- 


Punkte der Theorie der 


ehungen. . a Aa A Se A 
Die Geometrie auf den Flächen dritter Ordnung. a er 
licher die Semere Fe ss 
Ueber ein Problem der Forstwissenschaft. . 2 22 on 2 2. 


Ueber simultane binäre eubische Formen. u 

Zur Theorie der binären Formen vierten Grades. . 

(’eber die Curven der Haupttangenten bei windse 'hiefen Flächen. 

Ueber das simultane Formensystem einer -- ıdratischen und einer 
eubischen binären Form... . . 

Ueber die Flächen vierter Ordnung, welche eine Doppeleurve zweiten 
(Grades besitzen. . . en 


Ueber eine Eigenschaft von Funetion: \ldeterminanten. 
Note zu dem Aufsatze „über eine Eigenschaft von Funetionaldeter- 
minanten‘“ Bd. 69 pag. 355 dieses Journals. . . . 2. 2... 


Combeseure in 8St. Etienne. 


Sur quelques problemes relatifs aux surfaces reglees. 
Sur le döplaeement d’une eourbe, invariable de forme, qui reste tan- 
Ba ee EEE + 2 ee 


od. 
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94— 121 
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Inhaltsverzeichniss der 


Cremona in Mailand. 

Sur les hyperboloides de rotation qui passent par une eubique gauche 
donnee. . 

Sur la surface 

suivant deux coniques par chacun de ses 

Sur Uhype®yeloide a trois rebroussements. oo. 

Memoire de geometrie pure sur les surfaces du troisieme ordre. 


du quatricme ordre qui a la propricte detre eoupee 
plans tangents. 


Dietrich Regensburg. 


Ueber den Zusammenhang gewisser Determinanten mit Bruchfunctionen. 


Franke in Bernbure. 


Ueber Determinanten aus Unterdeterminanten. 


Fuchs in Greifswald. 


Ueber die Perioden, welche aus den Wurzeln der Gleichung w" — 1 
sebildet sind, wenn x eine zusammengesetzte Zahl ist. 
Ueber die aus Einheitswurzeln gebildeten eomplexen Zahlen von perio- 
dischem Verhalten, insbesondere die Bestimmung der Klassenanzahl 
derselben. 
Zur 'Theorie der 
Coeffieienten. . a EEE EI TE 
Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen ınit veränderlichen 
Coeflieienten. (Ergänzungen zu der im 66Sten Bande dieses Journals 
cniBsisenen AUNSBRIBE:) - um et rg 


linearen Difierentialgleichungen mit veränderlichen 


Geiser Zürich. 

Ueber die Normalen der Kegelschnitte. 

Ueber zwei geometrische Probleme. 

Zur Theorie der Flächen zweiten und dritten "Grades. 

Ueber die Flächen vierten Grades, welehe eine Doppeleurve zweiten 
(Grades haben. 


Goettine in Torgau. 

Niehtreste einer Primzahl der 
 . 

| bis — 


- 


Ueber die Vertheilung der Reste und 


Form 4» --3 innerhalb des Intervalles 


+ 
i 


(ordan in Giessen. 


Beziehungen zwischen 'T'heta -Produeten. u. 
Beweis, dass jede Covariante und Invariante einer binä iren ıF\ orm eine 


endlichen An- 


eanze Funetion mit numerischen Üovetfieienten einer 
zahl soleher Formen ist, . 


.. 
-— 





IE 
mL 


—w ww 


* 
Tr, 


196 


ann 
ISO 


I1l 


160 



























lleber 
in der 
einer 





Riehtung 
Potenz der 
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Axe, 


Inhaltsverzeichniss der 






Bände 61 bis 70. 


Grube in Schleswig. 


Ueber die Anziehung eines homogenen Ellipsoids. 


Hankel 


Tübingen. 





die Anziehungscomponente eines geraden elliptischen Cylinders 
wenn die Elementaranziehung irgend 
Entfernung umgekehrt proportional ist. 


Darstellung symmetrischer Funetionen durch die Potenzsummen. 


Der Abelsehe Satz. ö 
Ueber einige bestimmte Inte; gr udn 


Die speeiellen Lameschen F unetionen erster Art von n belie biger Ordnung. 
(Auszug aus dem Monatsbericht der 


Mittheiluı 


ıg über 


Kettenbrüche. 
Akademie der Wissensehaften zu Berlin.) 


Heine 


Halle a. d. 


Geometrische Bedeutung der Kugelfunetionen. 
Die Fourier- Besselsche Function. . 


Beitrag zur 


S. 


Hennig in Gnesen. 


Theorie der ebenen Rouletten. 


Auszug aus einem Schreiben an den Herausgeber. . 


Bemerkung zu 
Kegelsehnittes in 


Transformation von Differentialausdrücken 
Grades mit Hülfe der verallgemeinert.a elliptischen Coordinaten. 


Erläuterung zu 


Ausdehnung der 


„Hesse, 


Henrieı in Kiel. 


erster 


Hermes. 


Sternpolygone für den Fall vielfacher Punkte. 


lleber 


einige besondere 


Punkte des Tetraeders. . 


Zerlegung der Bedingung für die Gleichheit der 
Hauptaxen eines auf einer Oberfläche zweiter Ordnung liegenden 
die Summe von Quadraten“ (Bd. 60, pag. 305). 


Ordnung 


zweiten 


„Regel zur Bestimmung des Inhalts der Sternpolygone. 
Bruchstück aus den hinterlassenen Papieren von (©. @. J. Jacobi.“ 
Jacobischen Regel zur Bestimmung des Inhalts der 


Ueber Strahlensysteme der ersten Ordnung und der ersten Klasse. 


Untersuchungen über Strahlenquadrupel. 


Extrait d’ 


une lettre 


de M. 


Hermite ä 


Hermite in Paris. 


M. Brioschi. 


Extrait d’une lettre de M. Hermite a M. Borchardt. 


Die 


eubische 


Gleiehung 


Hesse in München. 


‚ von welcher die Lösung des Problems der 
Homographie von M. Chasles abhängt. 


Band 


6». 
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61. 
61. 


(2. 


bi. 
68. 
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64. 
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61. 
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=eite 
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62— (5 
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276 — 282 
356 — 360 


110 — 141 


315 —326 
386 — 389 


12S— 141 
52 — 61 
382 
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293— 319 


153 — 118 
279—292 


9 )— 32 
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183 — 192 
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Jacob Steiner. BE: 

Zur savolution. . . . 

age sa pr acc für rechtwinklige Raum- Coordin: te n. 

Satz aus der Lehre von den Kegelschnitten. Auszug aus einem 
Schreiben an den Herausgeber. 

Kin Uebertragungsprineip. Bela) u ae ae ee a 

Ueber die Reeiprocität der Pascal-Steinerschen und der Kirkman- 
Cayley-Salmonschen Sätze von dem Hexagrammum mysticum. 

Ein Determinantensatz. 





Hill in Lund. 


temarques sur les fonetions entieres A diviseurs binömes. Bi 
Note sur les indices A module ecompose et sur une table d’une nouv elle 
espece de logarithmes. 


ee 


* 


Hirst in London. 


Sur les volumes des surfaces podaires. (Extrait du me&moire lu dans 
la scance du 20 novembre 1862 de la soeiete rovale de Londres 
et imprim& dans les Philosophieal Transactions of the Royal 
Society. Vol. 153.) 


Hoppe. 


Ebene Curven, zwischen deren Bogen und Coordinaten eine Gleichung 
zweiten re. besteht kalmerie rernreere 
Darstellung der Curven dureh Krümmung und Torsion. Fortsetzung 
zu Bd. 60, Ai 182. 


+-C.G. J. Ja obi. 


De investigando ordine systematis aequationum differentialium vul- 
garium eujuscunque. Ex ill. ©. @. J. Jacobi PEN posthumis 
in medium protulit ©. W. Borchardt. ee. EI m 4 
hegel zur Bestimmung des Inhalts der Sternpolygone. Bruchstück aus 


den hinterlassenen Papieren von ©. @. J. Jacobi, mitgetheilt durch 
Herrn 0. Hermes. . a Ba ep 

Ueber die Auflösung der Gleichung « x, > ar +0,20 = f.u. 
Aus den hinterlassenen Papieren von C. 3. Jacobi, mitgetheilt 
dureh Herrn E. Heine. ER 

Allgemeine Theorie der kettenbruchähnlichen Algorithmen, in welchen 
jede Zahl aus drei vorhergehenden gebildet wird. Aus den hinter- 
lassenen Papieren von €. @. J. Jacobi mitgetheilt durch Herrn 
E. Heine. 





Jochmann. 


Ueber die dureh einen Magnet in einem rotirenden Stromleiter indu- 


eirten eleetrischen Ströme. 


Nachschrift zu der Abhandlung über Induetion in rotirenden Leitern. 
Journal für Mathematik Bd. I.XX, Hett 4. 48 


ei 
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Inhaltsverzeichniss der Bände 61 bis 70. 


de Joncequieres in Paris. 


M&moire sur les contacts multiples d’ordre queleonque des courbes 
de degre r, qui satisfont A des conditions donndes, avec une courbe 
fixe du degr&e m; suivi de quelques reflexions sur la solution d’un 
erand nombre de questions concernant les proprietes projeetives des 
eourbes et des surfaces algebriques. 


Jordan in Paris. 


Recherches sur les polyedres. 

Resume de recherches sur la symetrie des "polyedres ı non \_ euleriens. 
kecherches sur les polyedres ( (Second m&moire). 

Note sur la symetrie inverse dt polyedres non eulöriens. 

Sur une &quation du 16°"* degre. 

Sur les assemblages de lignes. . 


Kirchhoff in Heidelberg. 
Zur 


Theorie freier Flüssigkeitsstrahlen. 


Königsberger in Heidelberg. 

Transformation der Abelschen Functionen erster Ordnung. 

Ueber die Transformation der Abelschen Funetionen erster Ordnung. 

Ueber die Transformation des zweiten Grades für die Abelschen 
Functionen erster Ordnung. 

Ueber die Transformation dritten Grades und die zugehörigen Modu- 
largleichungen der Abelschen Funetionen erster Ordnung. id 


Ueber die 


Kronecker. 


Ueber bilineare Formen (Aus dem Monatsbericht der Berliner Akademie 
vom 15. Oetober 1566). RENATE BEYER 

Dur PORN a a er 
Küpper in Trier. 


Considerations geometriques, destinces A faciliter l’etude de la theorie 
des transcendantes elipaues. « = 2.7 cn see % 


Kummer. 


Ueber atmosphärische Strahlenbreehung. (Aus dem Monatsbericht 
der Königl. Akademie der W issenschaften zu Berlin.) 
Ueber die Flächen vierten Grades, auf welchen Schaaren von Kegel- 


schnitten liegen. (Abgedruckt aus dem Monatsbericht der Berliner 
Akademie vom 16. Juli 1863.) . ee 


Lie in Christiania. 


Ueber eine Darstellung des Imaginären in der Geometrie. . 
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Lipschitz in Bonn. 


Untersuchungen über die Anwendung eines FEINEN auf die 
Theorie der Vertheilung der Eleetrieität. Bd 

Untersuchungen über die Anwendung eines Abbildungsprinei ips auf die 
Theorie der Gravitation. IT MET EEE ARE 

Versuch zur Herleitung eines Gesetzes dass die Diehtiekeit für die 
Schichten im Innern der Erde annähernd darstellt, aus den gege- 
benen Beobachtungen. ’ 

jeitrag zur Theorie des Gleichgewie hts eines nicht homogene N Hlüssigen 
rotirenden Sphäroids. es 

De explic atione per series trigonometri cas  institue .nda a funetionum unius 
variabilis arbitrariarum, et praeeipue earum, quae per varlabilis 
spatium finitum valorum maximorum et minimorum numerum habent 
infinitum, disquisitio. ER 

jeiträge zur Theorie der Variation der einfae hen Integr: ale. 

Ueber gewisse Beziehungen zwischen räumlichen Gebilden. 

Ueber einen algebraischen Typus der Bedingungen eines bewegten 
Massensystens. IE I 5 

Beitrag zur Theorie der linearen partiellen Differentialgleichungen. 

Untersuchungen in Betreff der ganzen homogenen Funetionen von n 
Differentialen. 


Lüroth in Karlsruhe. 


Zur Theorie der windschiefen Flächen. a rl 
Ueber die Anzahl der Kegelschnitte, welehe acht 6 erade > im Raume 
sehneiden. 


A. Maver in Leipzig. 
Ueber die Kriterien des Maximums und Minimums der einfachen 
Bee. 5 ae a 4 2 


Mehler in Danzig. 


Bemerkungen zur Theorie der mechanischen Quadraturen. 

Note über die Evoluten sphärischer Curven. 

Ueber die Entwieklung einer Funetion von belie big vielen Variabeln 
nach Laplaceschen Funetionen höherer Ordnung. 

Ueber die Anziehung eines homogenen Polyeders. (Im Auszuge mit- 
eetheilt aus den Schriften der nur nes Gesellschaft zu 
Danzig vom Jahre 1865.). nl nr de aa ee 

Ueber die Vertheilung der statischen Eleetrieität in einem von zwei 
Kugelkalotten begrenzten Körper. . . 2... 


Mertens in Krakau. 


De funetione potentiali duarum ellipsoidium homogenearum. 
Bestimmung des Potentials eines homogenen Polveders. 
Zur Theorie der symmetrischen Funetionen. 
Bestimmung des Potentials eines homogenen Ellipsoids. 
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0. E. Meyer in Breslau. 


Ueber. die keibung der Flüssigkeiten. Nachtrag zu der Abhandlung 
29, Bd. 59 dieses Joumals. © 2 2 2 2 2 2. 


Most in Stettin. 


Ueber die Differentialquotienten der Kugelfunctionen. . . ... 


C. Neumann in Leipzig. 


Ueber das Gleichgewicht der Wärme und das der Eleetrieität in einem 
Körper, welcher von zwei nicht eoncentrischen Kugelflächen be- 
erenzt wird. hr hd a a Si a Ze a ke A ae A Re 

Ueber die Entwiekelung beliebig gegebener Functionen nach den 
Besselsehen Funetionen. 


Oettinger in Freiburg im Breisgau. 


I’ehber ein bestimmtes Integr al. a 

Leber einige Probleme der Wahrsche inliehkeitsrechnung. ins Besondere 
über das Rouge et Noire und den Vortheil der Bank bei diesem 
Spiele. Ein Beitrag zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. 


Olivier in Schaffhausen. 


Ueber einige allgemeine Eigenschaften der geometrischen Curven. 


Painvin in Douai. 


Proprictes du systeme des surfaces du second ordre conjuguces par 
rapport A un tetraedre fixe. . EI Rn 
Recherche des points A linfini sur les surfaces ale eebriques. Premiere 


Partie. . - Eu 
Recherche des Doints ä Vinfini sur les surfaces algöbriques. Deuxieme 
Partie. 


Pasch (Rosanes und Pasch) in Breslau. 


Ueber das einem Kegelsehnitte umbesehriebene und einem andern ein- 
beschriebene Polygon. FE a a ae al Me 

Ueber eine algebraische Aufgabe, welche einer Gattung geometrischer 
Probleme zu Grunde liegt. 


Preisfragen. 


Programme pour le prix .. (Propose par l’Academie Pontificale des 
Nuovi Lineei). Er 
Preisfrage der uhysikalisch. mathematischen "Klasse der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften für das Jahr 1368. 
Preisfrage der physikalisch mathematischen Klasse der Königlich 
Preussischen Akademie der Wissenschaften für das Jahr 1870. 
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Prym in Würzburg. 


Band 
Zur Integration der gleichzeitigen Differentialgleichungen 
ou ov ou ov 
—_— zoom, m =- = di 
OX oy 0oy OX 
Reye in Zürich. 
Lehrsätze über das Strahlensystem erster Ordnung und erster Klasse 
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